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1
¿Qué es ProGeo3D?

1.1. La geometría visual

ProGeo3D es una herramienta de geometría dinámica especializada en lo que podría-
mos llamar Geometría Visual, planeada por los doctores José Luis Abreu León y Javier Bra-
cho Carpizo, y programada por el Dr. José Luis Abreu León. Por geometría visual entende-
mos un sistema matemático para modelar los elementos geométricos básicos que utiliza-
mos para describir nuestra experiencia visual. Se distingue de la geometría euclidiana en
que no pretende describir nuestra experiencia material, es decir, la de los cuerpos rígidos y
sus movimientos. Los elementos básicos de la geometría visual son los puntos y las rectas.
En ella no hay círculos, pues estos utilizan una propiedad métrica, es decir, de igualdad de
distancias al centro, lo cual es un concepto que va más allá de lo visual.

El nombre visual tiene mucho que ver con la propagación rectilínea de la luz que, aun-
que sabemos es sólo una aproximación en el límite no relativista de la Física, es precisa-
mente lo que se ajusta a nuestra experiencia personal. Podemos reconocer visualmente
una recta porque los rayos de luz que llegan a nuestro ojo desde un objeto con esa forma,
inciden en él produciendo una especie de corte en nuestra retina que es el de un plano, el
del plano que contiene a la recta que estamos viendo y a nuestro ojo.

Tradicionalmente, los matemáticos han llamado Geometría Proyectiva a este ámbito
de estudio. De allí la primera sílaba del nombre de esta herramienta: ProGeo3D. Pero evi-
tamos usar el nombre de geometría proyectiva porque ésta se ha presentado casi siempre
en términos muy técnicos y rodeada de un lenguaje muy algebraico. El propósito de nues-
tra herramienta es el opuesto, es decir, presentar esta geometría en términos casi exclusi-
vamente visuales y sin la utilización de un lenguaje algebraico especializado.

Para lograr su propósito, ProGeo3D necesita ofrecer al usuario herramientas ágiles y
prácticas para realizar construcciones en 3D basadas exclusivamente en rectas, planos y
en sus intersecciones. También se pueden realizar en ProGeo3D las construcciones típicas
de otros programas de geometría dinámica como círculos y perpendiculares, pero éste no
es su objetivo central. En este sentido, ProGeo3D puede entenderse principalmente como
una herramienta de geometría proyectiva en 3D y de geometría euclidiana en 2D.

La documentación de todas las herramientas de construcción y edición que ProGeo3D
ofrece, tanto las de geometría visual, como las de geometría euclidiana, puede hallarse en
el Capítulo 2.
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2 ¿Qué es ProGeo3D?

1.2. Armonía, cuartetas armónicas y curvas armónicas

La geometría visual se apoya de manera muy importante en el concepto de armonía en
general y más específicamente en los de cuartetas armónicas y curvas armónicas. Quizás
el resultado más sorprendente de la geometría visual es que las curvas que en la geometría
euclidiana y analítica se conocen como curvas cónicas, aparecen de manera natural y en
abundancia, sin la necesidad de los conos circulares que se usan tradicionalmente para
definirlas. Es por ello que aparte de los constructores básicos para puntos, rectas, planos
y sus intersecciones, aparecen también en nuestra herramienta un constructor de curvas y
familias de rectas y uno de armonías. Y en ellos se basa el funcionamiento de ProGeo3D.

1.3. Autoría de unidades didácticas

Una parte importante de ProGeo3D es la posibilidad de crear unidades didácticas en
forma de grupos de construcciones geométricas. En este sentido, ProGeo3D tiene un en-
foque didáctico que lo distingue de otras herramientas parecidas. Es posible guardar estas
construcciones como archivos con extensión pg3. Cada una de ellas puede estudiarse en
detalle gracias a que ofrece al profesor creador de unidades didácticas una herramien-
ta para realizar una exposición paso a paso de sus construcciones pudiendo agregar ex-
plicaciones detalladas en cada uno de los pasos, que el usuario estudiante puede revisar
con calma para entender todos los detalles del tema. La documentación de este aspec-
to de ProGeo3D puede hallarse en el apartado 3 y en el capítulo 4. Adicionalmente, en la
herramienta se incluyen construcciones prediseñadas de este estilo. El acceso a éstas es
mediante el botón Tutorial.

1.4. Sobre la presente documentación

La presente documentación está destinada a usuarios que pretenden usar ProGeo3D,
un archivo html que representa una herramienta de geometría dinámica creada en Des-
cartesJS. ProGeo3D se puede usar en línea a través de https://descartes.matem.unam.mx/
ejemplos/ProGeo3D. DescartesJS se puede descargar de https://descartes.matem.unam.
mx/.

La documentación contiene varios capítulos además del actual, pero aborda dos ru-
bros principales. El segundo capítulo se encarga del manejo de la herramienta para fi-
nes de construcciones geométricas dinámicas. El tercer capítulo trata sobre la funcionali-
dad de guardado y cargado de construcciones previamente creadas, así como el funciona-
miento de los archivos de guardado para su edición manual. El cuarto capítulo aborda la
descripción del sistema de archivos de ProGeo3D que se obtiene del paquete de descarga.

Apoyado en esta documentación de ProGeo3D, el usuario podrá generar sus propias

https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D
https://descartes.matem.unam.mx/
https://descartes.matem.unam.mx/
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construcciones, guardarlas, usarlas para su inclusión en libros digitales y, en general, usar-
las para practicar geometría, impartir lecciones, o cualquiera que sea su propósito.

Es preciso mencionar que esta documentación no es estática. ProGeo3D es una herra-
mienta en constante cambio a la que se le continuarán agregando mejoras con el tiempo,
por lo que se sugiere descargar nuevas versiones de la documentación con regularidad.
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2

2
Barras de controles en ProGeo3D

En la Figura 2.0.1 se muestra cómo se visualiza ProGeo3D cuando se inicia una nueva
construcción geométrica. Este estado se puede lograr mediante el botón nueva construc-
ción en la barra inferior de ProGeo3D.

La presente documentación describe a profundidad la funcionalidad de los distintos
botones. No obstante, al usuario de ProGeo3D en computadora puede serle útil también
la ayuda contextual que aparece al colocar el mouse sobre la gran mayoría de los botones
disponibles.

Figura 2.0.1: Visualización de ProGeo3D para una nueva construcción geométrica.

Notamos que se encuentra totalmente vacío el panel donde iría la construcción. Hay
varias barras de controles enmarcando el panel central, a saber:

2.1. La barra horizontal superior

A continuación se enlistan los elementos principales de la barra horizontal superior.
Cabe tener en mente que no siempre se muestran los mismos controles. Dependiendo
de los distintos modos que se visualizan (por ejemplo, en el modo de tutorial, o el de
impresión, los controles pueden cambiar).

5



6 Barras de controles en ProGeo3D

Botón de Fondo o de Modo de visualización: Un botón que alterna entre los
modos de visualización claro (el mostrado por defecto) y el obscuro. El modo os-
curo es normalmente usado en condiciones de poca luz y es menos incómodo a la
vista. El modo claro suele usarse cuando se presenta el material, o en condiciones
de mucha luz. Los íconos mostrados en la presente documentación corresponden a
la versión de modo claro.

Botón ProGeo3D: Se trata de un botón con el nombre ProGeo3D en el extremo iz-
quierdo de la barra horizontal superior. Al pulsarlo, se redirige a la descarga me-
diante navegador del archivo zip de instalación de ProGeo3D, ubicado en https://
descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.zip. Consulte el aparta-
do sobre archivos asociados de la instalación para mayor información sobre los ar-
chivos proporcionados en la instalación. Cabe notar que en la parte inferior de este
botón se muestra la fecha (año / mes / día) de la versión usada.

Botón Doc: Un botón de nombre Doc que, al ser oprimido, lanza en navegador la
documentación técnica de ProGeo3D.

Botón Tutorial: Un botón con el que se abre un panel en que se despliegan los
distintos tutoriales. Este panel se describe en la sección sobre el panel tutorial.

El título. Se trata de un campo de texto donde se introduce el título de la página.
Originalmente no está visible, pero al pulsar cerca del centro de la barra superior,
aparece un campo de texto en el que se introduce el título. Es preciso pulsar ENTER
para aceptar el título, mismo que aparece entonces desplegado en dicha área.

Botón Información o Ayuda: Un botón con el que se abre el panel de infor-
mación o ayuda sobre los constructores. Para el constructor o estado seleccionado,
dicho panel muestra ayuda o información relevante. En el apartado panel de infor-
mación se brinda más información al respecto.

Botón de Abrir. Este botón lanza una ventana mediante la cual se abre una
escena desde archivo.

Botón de Guardar. Este botón no funciona si el usuario lo pulsa para una cons-
trucción completamente nueva, en la que no ha sido agregado nada. El funciona-
miento del botón depende de si se visualiza ProGeo3D en un dispositivo móvil o en
una computadora.

Si se visualiza en un dispositivo móvil, éste botón ya sea lanzará una ventana
que incluye el texto para reproducir la construcción tal cual se muestra, o bien di-
rectamente guardará este texto en un archivo txt. Esto es válido para dispositivos con
sistemas operativos Android y Windows, y se recomienda eliminar manualmente la

https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.zip
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.zip
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extensión adicional txt adicional, de haber sido añadida automáticamente. De ha-
cer esto en el iPad, se ofrecen distintas opciones. Una de ellas es abrir en Pages, o
bien guardar en Archivos, o bien enviar por correo electrónico. Este texto también
puede ser copiado o guardado por el usuario posteriormente.

Si se visualiza en el navegador de una computadora, este botón tomará la acción
de guardado elegida por el navegador en que se visualiza. Si se visualiza en el editor
de DescartesJS, lanzará una ventana para elegir la ubicación y nombre del archivo
de texto que habrá de guardar la construcción. Si ProGeo3D está siendo usado en un
navegador, se recomienda configurar las preferencias del mismo de tal suerte que
permita lanzar ventanas adicionales (para que pueda lanzar el diálogo para guar-
dar), y que pregunte siempre al usuario la ubicación para guardar el archivo. Esto
último con el fin de que no lo guarde automáticamente en una carpeta y el usuario
después tenga que buscar dónde fue guardada la escena.

Cuando ProGeo3D se dispone a guardar un archivo, se lanza un diálogo del sis-
tema. Es común que este diálogo por defecto muestra al archivo a guardar con la
extensión pg3 (es recomendable activar en el sistema la visualización de las exten-
siones de todos los archivos). Si la extensión asociada no es pg3, el usuario deberá
cambiarla manualmente.

Si el archivo a guardar viene de un archivo pg3 que se abrió en la aplicación, el
nombre por defecto para guardar será el mismo del archivo. Si el archivo es nuevo,
pero ya se asignó un título a la construcción, en el diálogo se propone un nombre
correspondiente al título pero al que se le reemplazan los espacios por guiones ba-
jos, las ñ por n, las letras acentuadas por su contraparte no acentuada, y las ï y ü por
i y u, respectivamente. Esto con el fin de eliminar caracteres no convencionales y
evitar así problemas con la lectura de archivo. Si la escena es nueva y no tiene título,
el nombre propuesto para el archivo de guardado es sin_nombre.pg3.

Botón de la licencia Creative Commons. Este botón sólo aparece cuando se
tiene una construcción vacía (es decir, como aquella que se obtiene al pulsar el bo-
tón Nueva construcción). Al pulsarlo, el navegador predeterminado se redirige a la
página de la licencia bajo la cual ProGeo3D.

Botón de código de construcción. Este botón se encuentra alojado en el mis-
mo sitio que el botón de la licencia Creative Commons, pero sólo se muestra si hay
objetos construidos. Su función es desplegar un panel con el código de los objetos
construidos. Para más información, consulte el apartado sobre el panel del código
de la construcción.
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2.1.1. Paneles asociados a la barra horizontal superior

Como se mencionó, los botones Tutorial y Información/Ayuda lanzan paneles cada
uno. Aquí se describen más a profundidad.

El panel del tutorial. Se muestra en la figura 2.1.1.1. El acceso a este panel es me-
diante el botón tutorial. Incluye un menú de distintos tutoriales: uno introductorio,
una serie de tutoriales relacionados con la geometría de incidencia, y otros últimos
relacionados con la geometría métrica o euclidiana.

Figura 2.1.1.1: El panel del tutorial.

Al pulsar en algún tutorial, se abre la construcción como una presentación paso
a paso con textos explicativos. Para más información sobre los tutoriales, consulte
el apartado del modo tutorial.

El panel de Información/Ayuda: Se muestra en la figura 2.1.1.2. El acceso a este pa-
nel es a través del botón Información/Ayuda. Incluye información de uso del cons-
tructor seleccionado, pero también proporciona información de ciertos estados del
programa en el que el usuario puede estar. Por ejemplo, estados de visualización co-
mo la selección o manipulación de objetos, el estado de asignación de nombres a
objetos, etc. De forma general, busca ayudar al usuario a usar el programa cuando
éste tiene duda o no recuerda bien los detalles de una determinada funcionalidad.

La información contenida en dicho panel también se encuentra en la presente
documentación, pero el tenerla directo dentro del programa permite acceder a ella
de manera más ágil.

Las dimensiones de este panel se ajustan a la cantidad de información mostra-
da, la cual depende de cada constructor o estado. Cuando se trata de mucha in-
formación, el panel se ajusta para tener la mayor altura permitida. Si aún así no es
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Figura 2.1.1.2: El panel de información y ayuda de constructores y estados.

suficiente para desplegar la información, la parte inferior del panel puede mostrar
texto ligeramente gris, indicando que hay más texto debajo (como es el caso en la
figura 2.1.1.2). Es posible desplazar simplemente pulsando en el panel y arrastrando
hacia arriba. Igualmente, pulsar y arrastrar hacia abajo permite subir en el texto.

El panel del código de la construcción. Se muestra en la figura 2.1.1.3. El acceso a
este panel es a través del botón del código de la construcción. Incluye el código de
la construcción de todos los objetos geométricos añadidos, la perspectiva, el grado
de acercamiento, y demás propiedades gráficas. El código mostrado en este panel
es el mismo que en el bloque CONSTRUCTION , que forma parte del contenido de
los archivos de página abordado más adelante. Éste código puede ser útil para sa-
ber qué tipo de objeto se ha agregado y cuál es la función específica de ProGeo3D
involucrada.
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Figura 2.1.1.3: El panel de del código de la construcción.

Todos estos paneles se pueden cerrar haciendo clic en la cruz de la esquina superior
derecha.

2.2. La barra de constructores geométricos

En esta barra vertical de botones que se encuentra en el extremo derecho de ProGeo3D
es donde se encuentran los botones que controlan la adición de objetos geométricos como
tal, con la excepción de unos botones alargados, que también sirven como separadores, a
saber:

Regla y compás: Separador bajo el cual se muestran los bo-
tones de constructores que involucran construcciones métricas, como aquellas de
la geometría euclidiana.

Sólo regla. Separador bajo el cual se muestran los botones
de constructores que involucran construcciones de incidencia, como aquellas de la
geometría de incidencia.

Para comodidad del lector, es posible ver información sobre estos tipos de construc-
ción usando el botón Información y luego pulsando en alguno de estos botones. Así, el
usuario puede revisar las propiedades de las geometrías asociadas a estos grupos de bo-
tones.

La barra vertical derecha permite elegir una herramienta de construcción geométrica
a la vez. Cada vez que una determinada herramienta se encuentra seleccionada, aparece
alrededor de ella un recuadro para indicar que está seleccionada. El recuadro además tie-
ne el color elegido en la barra de colores con el objeto de recordarle al usuario que lo que
vaya a construir tendrá dicho color.
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A continuación se describen los botones relacionados con los objetos de las construc-
ciones geométricas como tal. Para cada geometría (Regla y compás o Sólo regla), los bo-
tones se describen en orden de abajo hacia arriba respecto a como se muestran en Pro-
Geo3D, debido a que la complejidad de los objetos geométricos típicamente aumenta en
esa dirección. Cuando se explica cómo se construyen los distintos objetos geométricos, se
hace referencia a las pulsaciones del mouse, su arrastre, los puntos donde se suelta, etc.
Esto es, la referencia a las construcciones se explica como si fueran hechas en una compu-
tadora. No obstante, un procedimiento similar aplica a los dispositivos móviles, en los que
la pulsación del mouse equivale a pulsar en la pantalla, el arrastre del mouse mientras se
encuentra oprimido su botón equivale al arrastrar sobre la pantalla del móvil, y la acción
de soltar el botón del mouse equivale a levantar el dedo de la pantalla del móvil.

La funcionalidad que se detalla en el presente apartado corresponde a la construc-
ción de objetos geométricos en dos dimensiones. Más adelante se detalla la funcionalidad
del 2D vs 3D, mediante el cual el usuario puede acceder a una vista tridimensional de
la construcción. En dicha vista es también posible agregar de los objetos geométricos de
este apartado, aunque su funcionalidad puede cambiar al cambiar a 3D. No obstante, se
considera pertinente primero revise esta sección para familiarizarse con la construcción
bidimensional y posteriormente podrá visitar el apartado constructores geométricos en 3D.

Cabe señalar que la mayoría de los constructores cuentan con ayuda estilo tooltip, con
la cual se recuerda al usuario qué está por hacer con una determinada herramienta. A ma-
nera de ejemplo, cuando se pulsa de una recta y arrastra a un punto mientras se tiene la
herramienta Ortogonal-Pie activa, aparece una leyenda recta perpendicular cerca de don-
de se está arrastrando el puntero. Adicionalmente, aparece una perpendicular punteada
cercana al puntero, para dar idea al usuario de qué es lo que está por construir. Por otra
parte, si con la misma herramienta activa se pulsa primero en un punto y se arrastra a la
recta, la leyenda mostrada es Pie de P en (L o T), para indicar que se está tratando de trazar
un pie de un punto respecto a una recta (L) o un plano (T). Este tipo de ayuda contextual
asiste al usuario a confirmar si el gesto de construcción que está usando es el correcto.

2.2.1. Sólo regla

Punto / Recta. Es una herramienta que crea ya sea un punto libre, un punto
constreñido a una curva, una intersección, o bien una recta. Para crear cualquie-
ra de estos objetos, es necesario primero pulsar el botón Punto / Recta y seguir las
instrucciones debajo dependiendo del objeto que se desee crear.

• Punto libre: Para crearlo, basta pulsar y soltar sin arrastrar. Es decir, hacer clic
en un lugar, evitando arrastrar. El punto creado queda definido como un pe-
queño aro. Los puntos libres se pueden mover sobre el espacio libremente
usando la herramienta explorar.
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• Punto constreñido a una curva: Para crear este tipo de puntos, basta hacer clic
muy cerca de alguna curva. El punto aparecerá también como un pequeño aro,
pero al intentar moverlo con la herramienta explorar, el punto sólo puede en-
contrarse sobre la curva en que fue creado, por lo que no puede moverse de
forma completamente libre.

Sólo se pueden constreñir puntos a curvas que internamente están repre-
sentadas en ProGeo3D como una ecuación algebraica. Si en algún momento se
construye una curva con la herramienta curva / familia, y ProGeo3D no la iden-
tifica mediante una ecuación, no será posible colocarle un punto constreñido
a dicha curva.

• Intersección: Aunque la intersección también está asociada al botón Intersec-
ción que se explica adelante, es posible crear una intersección con el botón
Punto / Recta simplemente haciendo clic sobre un punto cercano al cruce de
un par de curvas geométricas.

• Recta: Para crear una recta se requieren dos puntos. Una recta se puede crear
con el botón de Punto / Recta pulsando en el plano sin soltar, arrastrando y sol-
tando. El primer punto que define a la recta estará en el sitio donde se comenzó
a pulsar, y el segundo al lugar donde se dejó de pulsar.

Si alguno de los puntos elegidos para definir la recta existe previamente, no
se crea un punto nuevo. De lo contrario, se crean puntos nuevos adicionales a
la recta.

Intersección. Es una herramienta que crea un punto en la intersección de
dos objetos geométricos. Hay dos distintas formas de generar una intersección. Para
usarlas es necesario primero pulsar el botón Intersección.

• Puntos de intersección por proximidad. La primera forma de crear un punto
de intersección consiste en primero hacer un clic cerca de la posición donde
queda la intersección deseada, con lo que el punto de intersección aparecerá.

Este método es el más ágil para la creación de intersecciones. No obstante,
es preciso notar que cuando varios objetos geométricos pasan muy cerca de la
intersección, se puede generar una intersección entre otros objetos en lugar de
entre los deseados para generarla.

• Puntos de intersección por arrastre entre objetos. Otra opción es pulsar en el
primer objeto que se desea intersecar y, sin soltar, arrastrar hacia el segundo
objeto para la intersección. Al arrastrar sin soltar, se muestra una recta puntea-
da temporal que indica en sus extremos los objetos para los cuales se generará
la intersección. Al soltar, se crea el punto de intersección.

Este abordaje es particularmente útil cuando hay muchos objetos cercanos
y uno quiere cerciorarse que la intersección sea entre dos objetos en particular.
Esta estrategia para las intersecciones también se puede usar para encontrar el
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punto de intersección entre una recta y un plano (la funcionalidad del Plano se
aborda un poco más adelante).

Adicionalmente, se puede usar para encontrar la intersección entre dos ob-
jetos que no se cruzan efectivamente en el área de visualización. La intersec-
ción es, no obstante, trazada, y se visualiza una vez que se enfoca donde cruzan
los objetos. Es inclusive posible definir la intersección de dos objetos que no se
cruzan. Posteriormente, si al cambiar las posiciones de los objetos, éstos efec-
tivamente se cruzan, el punto de intersección se hará evidente.

• Puntos de intersección creados al vuelo. Es posible crear una intersección a par-
tir de la adición directa de otros objetos gráficos que habrán de depender de
ella. Por ejemplo, se puede trazar una recta (con la herramienta punto / rec-
ta) basada en un punto existente y una intersección entre dos objetos gráficos,
aún cuando la intersección no haya sido definida anteriormente. Para ello, bas-
ta pulsar en el punto, arrastrar, y soltar cerca del cruce (o bien hacerlo en orden
opuesto). En este caso, el punto de la intersección será automáticamente crea-
do y la recta se trazará a través de éste. Esto agiliza la creación de construccio-
nes al evitar tener que añadir una intersección y luego trazar un objeto depen-
diente de ella. Este tipo de puntos de interseccion generados al vuelo también
ocurren cuando se trazan segmentos, o cualquier otro objeto geométrico que
dependa de puntos.

Aquí cabe notar una distinción visual entre los dos tipos de puntos. Los puntos de
intersección, al igual que el punto medio, armónicos conjugados, y otros puntos,
se trazan como puntos sólidos con el fin de que se note que son puntos que no se
pueden mover libremente mediante la herramienta explorar. Cuando estos puntos
se seleccionan, siguen apareciendo sólidos y con un aro de selección alrededor. Los
puntos completamente libres, así como los constreñidos a una curva, se trazan co-
mo un aro pequeño hueco con el fin de hacer una diferencia visual con los no libre-
mente móviles.

Adelantándonos un poco, los puntos libres que quedan fuera de la caja se trazan con
un borde punteado; pero si regresan al interior de ella, se muestran con su contorno
sólido.

Segmento. Es una herramienta que crea un segmento flanqueado por dos
puntos.

Para generarlo primero se debe seleccionar el botón Segmento. Luego hay que
pulsar en el sitio de uno de los extremos para el segmento, arrastrar sin soltar, y final-
mente soltar en el punto correspondiente al otro extremo. Puede generarse a partir
de puntos existentes como extremos, pero también es posible generarlo en ubica-
ciones donde no hay puntos, en cuyo caso se crearán al vuelo los nuevos puntos y el
segmento que delimitan.
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Una virtud de los segmentos en ProGeo3D es que, a pesar de mostrarse como
tales, se comportan realmente como una recta. Por ejemplo, considere un segmento
no paralelo a una recta pero que no la cruza. Se puede usar la funcionalidad de In-
tersección, pulsar en el segmento y arrastrar hacia la recta. Al soltar, aparece el punto
de intersección sobre la recta en el lugar en donde se intersectarían si el segmento
se extendiera.

Aunque los segmentos de forma tradicional se entienden como la unión más
corta entre dos puntos, también se pueden entender como el conjunto de puntos
que unen a los puntos extremos sobre la línea entre ellos, pero que no los une de
la forma más corta sino de la más larga (es decir, pasando por el infinito). En Pro-
Geo3D es también posible trazar los puntos de esta manera, que bautizamos como
segmento complementario, pero conviene ejemplificarlo como un conjunto de ins-
trucciones para que quede más claro:

1. Traze una recta que pasa por dos puntos. Puede lograrlo con la herramienta
punto / recta pulsando (donde habrá de quedar el primer punto), arrastrando
y soltando (donde habrá de quedar el segundo punto). De preferencia, use la
herramienta nombres para asignarle etiquetas a los puntos (A y B, por ejemplo).

2. Active la herramienta explorar y, una vez seleccionada dicha funcionalidad,
pulse en la recta para seleccionarla.

3. Pulse el botón Segmento. Note que la recta sigue seleccionada. Una vez en la
funcionalidad de Segmento, trace el segmento de tal forma que sus extremos
yazcan en lados opuestos de la recta AB. Note que el segmento que une a los
nuevos puntos recorre la línea que los contiene pero yendo al infinito y regre-
sando por el otro lado. De esta forma, el segmento puede verse como el com-
plemento del segmento respecto a la recta como normalmente se considera.
El segmento común y corriente se puede ver como uno que evita tocar la recta
al infinito, mientras que un segmento complementario evita tocar a cualquier
recta que pasa entre los dos extremos del segmento.

4. Seleccione la herramienta explorar y mueva uno de los puntos del segmento
de tal forma que ambos queden de un mismo lado de la recta AB. Alternativa-
mente, puede mover la recta AB para que el segmento quede todo de un lado
de la misma. Cuando esto pasa, el segmento se traza como de forma común y
corriente. No obstante, si se vuelven a disponer los extremos del segmento en
lados opuestos de la recta AB, se vuelve a mostrar el segmento como comple-
mentario.

Es importante notar que para trazar el segmento con su opción de complemen-
to, es preciso tener seleccionada la recta a evitar mientras se traza el segmento. La
lógica detrás de esto es que, al no tener una recta seleccionada, ProGeo3D supone
que se desea evitar la recta al infinito, y traza el segmento común y corriente. Al se-
leccionar una recta, ProGeo3D supone que es dicha recta la que hay que evitar tocar.
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Esta recta es precisamente respecto a la cual el segmento complementario se traza-
rá.

Plano. Hay varias formas de generar planos.

• Plano (o triángulo) convencional por tres puntos. Este tipo de plano se encuen-
tra definido por tres puntos no colineales. Para generar un plano es necesario
primero pulsar el botón de Plano para tenerlo seleccionado. Una vez hecho es-
to, se pulsa y suelta para generar uno de los puntos en el plano. Posteriormente,
se pulsa en el segundo punto del plano y, sin soltar, se arrastra a la posición al
último punto de los tres, donde se suelta. Cuando se suelta, el plano queda de-
finido como un triángulo del color seleccionado en la paleta de colores. Si los
puntos que definen el plano existen previamente, sólo se creará el plano como
tal. De lo contrario, se crearán adicionalmente los puntos al vuelo. En adelante,
ocasionalmente se hace referencia a los planos generados por 3 puntos como
triángulos.

• Plano (o triángulo) complementario por tres puntos. Así como hay segmentos
complementarios a una recta, también puede haber un plano complementario
a una recta. Para generarlo, es necesario tener seleccionada la recta respecto a
la cual el plano será complementario. Luego, hay que pulsar en el botón Plano,
y construir los tres puntos del plano como ya se ha dicho. Si un par de puntos
del plano queda opuesto por la recta al restante, el plano se traza como com-
plementario (es decir, evitará tocar la recta).

Para seleccionar un plano con la herramienta explorar, es preciso pulsar en el
triángulo que lo representa (es el triángulo delimitado por los tres puntos, indepen-
dientemente de si el plano es convencional o complementario). Cuando está selec-
cionado, el contorno de dicho triángulo se muestra punteado. Esto es particular-
mente importante cuando se visualizan planos en tres dimensiones y la funciona-
lidad caja se encuentra encendida. En dicho caso, el usuario puede verse tentado a
seleccionar el plano pulsando en cualquier parte donde éste sea visible, pero ello no
necesariamente seleccionará el plano. Sólo lo hará cuando se pulse en su triángulo
representativo, con lo cual el plano quedará resaltado, indicando que está seleccio-
nado.

Los colores aplicados mediante la barra de colores a los planos conllevan un gra-
do adicional de transparencia. Así, no importa qué color se le asigne a un plano (aún
si son colores fuertes como los de la primera y segunda filas), éste se mostrará con
transparencia. Esto es deliberado puesto que así no hay posibilidad de que un plano
oculte a otro. Siempre serán ambos visibles.

Armonía. Es una herramienta que permite crear el armónico conjugado de
un punto respecto a otro par de puntos colineales. Pero también sirve para crear
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el inverso de un punto respecto a una recta o circunferencia, e inclusive permite
invertir una circunferencia respecto a otra o respecto a una recta. Más aún puede
usarse para encontrar los polos y polares de las curvas armónicas. Para poder usar
esta funcionalidad debe haberse pulsado el botón Armonía.

El botón Armonía incluye muchas funcionalidades, las cuales se detallarán en
adelante. Sin embargo, conviene antes hacer un recordatorio sobre el concepto de
armónico conjugado. Si se tiene un par de puntos A y B, y un tercer punto P colineal
a AB, cuyo armónico Q es el buscado, se cumple la propiedad AP

PB = AQ
BQ , donde AP,

PB, AQ y BQ son las longitudes de los segmentos en cuestión. Debido a una conse-
cuencia algebraica derivada de esta propiedad, a los conjuntos de puntos generados
mediante esta funcionalidad también se les conoce como inversos y a la funcionali-
dad dada por este botón Inversión.

• Armónico conjugado de un punto respecto a una recta o segmento (definidos por
dos puntos) donde la terna de puntos es colineal. Suponga que se cuenta con
una recta definida por los puntos A y B. Se coloca posteriormente un punto P
constreñido a la recta. El armónico de P, que llamaremos Q, respecto a los pun-
tos A y B se construye pulsando primero en el botón Armonía para seleccionar
dicha funcionalidad. Posteriormente se pulsa sin soltar en la recta o segmento
(siempre y cuando no se pulse en los puntos que la definen) y se arrastra hacia
el punto a obtener su armónico (P), donde finalmente se suelta. Al soltar queda
construido un punto Q que es el armónico.

• Armónico conjugado de un punto respecto a otros dos colineales. Es posible rea-
lizar la misma construcción del armónico Q primero seleccionando el punto P
y posteriormente pulsando en A y, sin soltar, arrastrar hacia B, donde al soltar
queda creado el punto Q. Esta estrategia permite construir el armónico Q aún
cuando no se tiene explícitamente definida una recta AB (aunque para que se
construya es preciso que la terna de puntos sea colineal). En el ejemplo se dice
que se arrastra de A a B, pero el orden es indistinto (lo importante es recordar
que el primer punto seleccionado es el punto a invertir respecto a los últimos
dos).

Una forma geométrica de ubicar cómo se encuentra el armónico conjuga-
do es como se ve en la imagen a continuación. En ella, los puntos principales
son A y B (que definen la recta AB) y P sobre dicha recta. Lo que siguen son
objetos auxiliares. Se puede colocar un punto C cualquiera fuera de la recta AB
y trazar las rectas AC, BC y PC. En la recta PC se añade un punto D móvil pero
constreñido a dicha recta. Se trazan las rectas AD y BD. Se traza la intersección
de BD con AC y se le da el nombre E. A la intersección de AD con BC se le bauti-
za F. La intersección de la recta AB con la EF es justo Q, el armónico conjugado
de P respecto a A y B.
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Note que esta construcción echa mano sólo del trazo de rectas e intersec-
ciones. No requiere de herramientas métricas pues sólo depende de inciden-
cias. En este sentido, esta construcción es una función proyectiva.

• Reflexión armónica de un punto (ej. P) respecto a una recta llamada espejo (e)
y otro punto llamado centro (C). Dada una recta y un par de puntos C y P cua-
lesquiera, se puede obtener la reflexión armónica de P respecto a la recta y C
de la siguiente manera. Tras seleccionar la herramienta Armonía, primero es
necesario pulsar P (el punto del cual se obtendrá la reflexión armónica). Poste-
riormente se puede pulsar en la recta y arrastrar sin soltar a C, donde se suelta.
Al soltar en A, aparece el armónico de P respecto al segmento AB, donde B es
la intersección de la recta original con la recta CP. Ello se entiende mejor en la
figura 2.2.1.1.

También es posible pulsar primero en P, y luego pulsar y arrastrar de A a
la recta. Lo importante es recordar que el primer punto en que se pulsa es el
punto del cual se desea obtener la reflexión armónica.

Figura 2.2.1.1: Refl. arm. (Q) de (P) respecto a una recta y un punto (C).

Geométricamente, esta construcción puede entenderse como una refle-
xión en perspectiva. Bajo una cierta perspectiva, C es el punto al infinito (el
punto de fuga), y Q es la reflexión de P respecto a un espejo (la recta) bajo esa
perspectiva.
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• Inverso de un punto respecto a una circunferencia. Para lograrlo, se pulsa so-
bre una circunferencia y se arrastra sin soltar hacia un punto (llamémoslo P),
donde se suelta.

En este caso estamos considerando que se suelta en un punto. Al soltar,
aparece otro punto (llamémoslo Q) que corresponde al armónico conjugado
de P respecto a los extremos del diámetro de la circunferencia colineal a los
puntos P y el centro de la circunferencia. Ello se visualiza mejor en la figura
2.2.1.2.

Figura 2.2.1.2: Inversión de un punto respecto a una circunferencia.

Es preciso notar que esta construcción no es puramente de incidencia, ya
que echa mano de una herramienta métrica: el círculo. Sin embargo, resulta
útil para agilizar ciertas construcciones, razón por la que se incluye.

• Inverso de una recta respecto a una circunferencia. Para ello se pulsa sobre la
circunferencia en cuestión y se arrastra sin soltar a la recta. Una vez que se
suelta, se crea una circunferencia.

Dicha circunferencia corresponde al conjunto de puntos que resultan de
invertir, punto a punto, todos los puntos de la recta respecto a la circunferencia
como se describió en la inversión de un punto respecto a una circunferencia.
Ello resulta en una circunferencia que pasa por el centro de la circunferencia
respecto a la cual se realiza la inversión. Y, de hecho, la recta que se invirtió
resulta ser el eje radical de ambas circunferencias.

• Inverso de una circunferencia respecto a otra. Para ello se pulsa sobre la cir-
cunferencia respecto a la cual se desea invertir, se arrastra sin soltar hacia la
circunferencia a invertir y, al soltar, se traza el inverso. Igual que en el caso an-
terior, la curva trazada corresponde al conjunto de puntos que resultan de in-
vertir, punto a punto, todos los puntos de la segunda circunferencia respecto a
la primera, tal y como se describió en la inversión de un punto respecto a una
circunferencia.

La curva trazada resulta ser una circunferencia también, con la salvedad de
que esta circunferencia no pasa por el centro de la circunferencia respecto a la
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cual se realiza la inversión, pero si las dos circunferencias originales se cruzan,
el círculo resultante de invertir una respecto a la otra pasa por sus interseccio-
nes.

Adicionalmente, si se hace que el centro de la circunferencia a reflejar pase
por la otra circunferencia, la circunferencia inversa se vuelve una recta, recupe-
rando el caso anterior (el inverso de una recta respecto a una circunferencia).

• Recta armónica conjugada de una recta (o segmento) respecto a otro par de rec-
tas (o segmentos). Dadas tres rectas concurrentes en un plano, es posible trazar
la recta armónica conjugada de una de ellas respecto a las otras dos. Observe
la figura 2.2.1.3 para aclarar este punto.

Figura 2.2.1.3: Recta armónica conjugada.

En la primera imagen de la figura 2.2.1.3 se muestran tres rectas concurren-
tes en el punto M. La recta roja es la recta armónica conjugada de la recta p
respecto a las rectas a y b.

Para construirla, si se tienen las tres rectas concurrentes, se pulsa la recta
a obtener su armónica conjugada, con lo que queda marcada con un grosor
ligeramente mayor. Posteriormente se pulsa y, sin dejar de pulsar, se arrastra
de una a otra de las dos rectas (el orden no importa). Sobre la recta final se deja
de pulsar y la recta armónica conjugada queda trazada.

La interpretación geométrica de esta construcción es que, de trazarse una
recta cualquiera que interseca a las cuatro mencionadas en un punto único pa-
ra cada una distinto de M, los puntos de intersección denotados como A, B, P y
Q en la segunda imagen de la figura son tales que forman una cuarteta armó-
nica (Q es el armónico conjugado de P respecto a A y B). Adicionalmente, esto
responde a la propiedad de que cualquier proyección de una cuarteta armóni-
ca en una recta resulta en una nueva cuarteta armónica. Adicionalmente, cabe
mencionar que si la recta p resulta ser una bisectriz de a y b, entonces su recta
armónica conjugada será la otra bisectriz de dicho par de rectas.

También se puede generar la recta armónica conjugada respecto a seg-
mentos. La construcción se hace igual que como para las rectas. Sólo que, para
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el caso de segmentos, equivale a hacer la construcción considerando a los seg-
mentos como rectas completas.

Es preciso notar que la construcción sólo es válida si las rectas o segmentos
en el plano concurren en un punto. De no cumplirse esta condición, la cons-
trucción se invalida.

• Recta polar de una curva armónica respecto a un punto. Es posible trazar la rec-
ta polar de una curva armónica respecto a un punto dado. Es necesario contar
con una curva armónica y el punto.

Una vez que se tiene la curva armónica y algún punto (que hará el papel de
polo), basta pulsar el botón Armonía, pulsar sobre la curva armónica y arrastrar
sin soltar al punto que será el polo. Al soltar sobre dicho punto, se creará la recta
polar.

• Polo de una una curva armónica respecto a una recta. Es necesario pulsar en la
curva, arrastrar de ésta sin soltar hacia la recta. Al soltar en la recta, se crea es
el polo.

Es posible trazar curvas armónicas (o cónicas) de otras formas que no in-
volucran construirlas con la herramienta de armónica por 5 puntos o con la
herramienta curva de armonía. Bajo ciertas condiciones, esto se puede lograr
con la herramienta curva / familia. La construcción de polos y polares con este
tipo de curvas también se logra con las estrategias antes mencionadas, siempre
y cuando ProGeo3D detecte que la curva es, efectivamente, una armónica.

• Puntos cuyas polares respecto a dos curvas armónicas coinciden. Dadas dos cur-
vas armónicas, por ejemplo generadas mediante la herramienta armónica por
5 puntos, que cumplan ya sea la condición de no intersecarse en absoluto, o
bien de intersecarse en cuatro distintos puntos, es posible generar un punto
cuyas polares respecto a las dos curvas coinciden. Por lo mismo, suele tam-
bién denominarse polo común. OJO: en ocasiones este tipo de construcción de
armonía entre curvas armónicas puede ser inestable y no siempre se mostrará.

Para construir uno de los puntos, basta pulsar en el botón Armonía, pul-
sar sobre una de las curvas armónicas y arrastrar sin soltar hasta la otra curva,
donde se deja de pulsar. Al soltar, se genera un punto, que corresponde al polo
común. Realmente existen dos tales puntos. Uno se genera al arrastrar de una
primera armónica a una segunda. El otro se genera arrastrando de la segunda
a la primera. En la figura 2.2.1.4 se muestra un ejemplo.
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Figura 2.2.1.4: Puntos cuyas polares respecto a dos curvas armónicas coinciden.

Obsérvese que las curvas en el ejemplo son elipses y, como una se encuen-
tra dentro de la otra, se está en el caso en que no hay intersección alguna entre
ambas curvas. Para realizar la construcción del punto P, teniendo activada la
herramienta Armonía se pulsa en la curva rosa y se arrastra sin soltar hacia la
amarilla, donde se deja de pulsar. Así queda construido el punto P. Si se hace lo
mismo, pero pulsando y arrastrando de la amarilla a la rosa, se genera el punto
Q.

Conviene ahondar un poco en algunas propiedades que se desprenden de
estos puntos. Suponga que adicionalmente se traza la recta PQ, como en la
figura 2.2.1.4. Si se construye el polo de una de las armónicas y la recta, como
se detalla en el apartado sobre la polo de una curva armónica respecto a una
recta, se obtiene el punto R. Si se construye el polo de la otra armónica y la
recta, resulta ser el mismo punto. Es por ello que en la figura aparece un punto
azul grande y otro rosa encimado a él.

Si, además, se construye el triángulo PQR, los vértices del triángulo y sus
respectivos lados opuestos cumplen la siguiente propiedad: cada vértice del
triángulo y su lado opuesto son un par polo polar para ambas curvas, y esto
sucede sólo para estos tres puntos y estas tres rectas. Por ejemplo, el punto Q es
el polo de cualquiera de las dos armónicas con la recta PR (correspondiente al
lado del triángulo opuesto a Q). O, dicho de otra manera, el polo de la recta PR,
tomando cualquiera de las dos armónicas, es el vértice opuesto Q.

Para que quede aún más clara la propiedad de estos puntos, se invita al
lector a hacer la construcción de la figura 2.2.1.4. Una vez lograda, conviene
agregar un punto libre (llamarlo S) y obtener la polar de una de las armónicas
usando S como polo. Posteriormente, conviene hacer lo mismo pero usando la
otra armónica.
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Figura 2.2.1.5: Ejercicio rectas polares respecto a un punto S.

En la figura 2.2.1.5 se observan ambas rectas polares en color cian. Cla-
ramente son dos rectas distintas. Sin embargo, si el punto S se hace coincidir
con P, Q o R, ambas rectas se colapsan en una sola, que resulta ser el lado del
triángulo opuesto al punto sobre el que S fue sobrepuesto.

Hay una propiedad interesante que conviene discutir, y que se detalla en
la figura 2.2.1.6. Suponga que se coloca un punto T constreñido a la recta que
pasa por los puntos PR del triángulo PQR ya visto. Si se obtiene la polar de la
armónica verde respecto a ese punto, ésta queda trazada como una recta azul
claro. Posteriormente se obtiene el polo de dicha recta y la otra armónica (la
roja). Ese punto resulta también estar en la misma recta PR (es el punto U) (si
el lector tiene dudas sobre estas construcciones, puede consultar el apartado
sobre la recta polar y el polo). Después se puede obtener otra recta polar del
punto U y la armónica verde, y luego el polo de esa nueva recta con la armónica
roja, obteniendo otro punto V en la recta PR. Y así sucesivamente. Resulta ser
que se genera una sucesión de rectas polares por un lado, y de polos en PR
por otro lado. No obstante, todos los polos así construidos colapsan al punto
R si el punto T constreñido se hace tender a R. Y se obtiene otra sucesión de
puntos si se usa la otra armónica para obtener la primera recta polar respecto
a T, sólo que esta sucesión colapsa al punto P cuando T se hace tender a P.
Adicionalmente, todas las rectas poalres colapsan al lado opuesto del vértice
(P o R) al que se hace tender T.
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Figura 2.2.1.6: Sucesión de polos y rectas polares en un lado del triángulo.

Así, el triángulo PQR se degenera en un punto, y todos los puntos de una
recta en el caso en que las dos curvas hayan sido generadas por reflexiones
con un centro y un horizonte común. En ese caso, todos los puntos de una
de las rectas tienen la propiedad de que sus polares respecto a las dos curvas
coinciden.

Esta construcción sólo está disponible para la visualización bidimensional.

Es importante notar que la funcionalidad de Armonía en general se aplica a
cualquier curva que es entendida por ProGeo3D como una ecuación. Así, es posible
usar esta funcionalidad para una curva construida mediante el botón curva / familia
siempre y cuando ProGeo3D detecte que la curva trazada puede representarse como
una ecuación.

Una diferencia importante de las construcciones de armonía con respecto a otro
tipo de objetos geométricos es que las construcciones de armonía requieren de la
pre-existencia de los objetos respecto a los cuales se hace la construcción. Es decir,
no es posible construir objetos geométricos como puntos al vuelo cuando se echa
mano de Armonía, mientras que para la gran mayoría de las otras construcciones sí
es posible hacerlo.

Curva / Familia. Como lo indica su nombre, este botón se encarga, por un la-
do, de trazar la curva que sigue un punto que depende de otro constreñido a alguna
otra curva al seguir este último su trayectoria a lo largo de su curva de constricción.
Por otro lado, también permite construir una familia de rectas. Para echar mano de
esta funcionalidad se debe pulsar el botón Curva / Familia y luego seguir los pasos
descritos adelante, dependiendo de lo que se desee generar.
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• Curva. La curva es, en sí, una serie de segmentos pequeños (una familia de
segmentos) que se trazan al viajar el punto en cuestión por la constricción.

Para entender mejor el funcionamiento de la curva, conviene usar un ejem-
plo. Considere, como en la Figura 2.2.1.7, que se cuenta con una recta definida
por los puntos A y B. Usamos un punto C constreñido a dicha recta y trazamos
una perpendicular a la recta justo por el punto C. Trazamos un punto F fuera
de la recta AB. Por otra parte, trazamos una mediatriz a los puntos C y F (de co-
lor azul). Se toma la intersección de la perpendicular a AB y la mediatriz como
el punto D.

Figura 2.2.1.7: Ejemplo de construcción de una curva.

Evidentemente, al mover el punto C sobre la recta AB, el punto D viaja a lo
largo de una trayectoria. La curva es justo dicha trayectoria, que en el presente
ejemplo resulta ser una parábola.

Para construir la curva hay que pulsar en el punto que trazaría la curva y,
sin soltar, arrastrar al punto constreñido y soltar, con lo que se traza la curva.
En el presente ejemplo, habría que pulsar en el punto D y arrastrar sin soltar al
punto C, y soltar ahí.

Si la curva generada puede ser interpretada internamente por ProGeo3D
como una ecuación algebraica (como es el caso de este ejercicio), entonces es
posible seleccionarla con la herramienta explorar, con lo que posteriormente
se puede cambiar su color o grosor. A este tipo de curvas también se les pue-
de agregar puntos constreñidos. Inclusive, es posible definir intersecciones de
este tipo de curvas con rectas u otras curvas.

En este ejercicio se ejemplifica cómo se construye una curva armónica (o
cónica) con la herramienta Curva / Familia, y sin recurrir a la herramienta ar-
mónica por 5 puntos ni a la curva de armonía.

• Familia. Conviene también usar un ejemplo para ilustrar el funcionamiento
de las familias. Usaremos el mismo ejemplo que para Curva anteriormente ex-
puesto. En este caso, observamos que la mediatriz azul también cambia con-
forme el punto C constreñido a la recta AB la recorre. La familia de rectas resul-
ta ser envolvente a la parábola trazada antes con la curva.
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Figura 2.2.1.8: Ejemplo de construcción de una familia de rectas.

Para trazar la familia de rectas, basta pulsar sobre la mediatriz, arrastrar sin
soltar hacia el punto C y ahí soltar.

También se pueden trazar familias de segmentos de igual forma que se tra-
zan de rectas.

Debido a que a las familias de rectas no se les puede cambiar sus propieda-
des de color y grosor una vez creadas, es preciso seleccionar estas propiedades
previo a su construcción. Alternativamente, también se pueden editar en el ar-
chivo pg3 de guardado de la construcción, como se indica en el apartado sobre
la curva y familia en archivo.

Las familias de rectas y segmentos se manifiestan con dos objetos gráficos
distintos. Por un lado está la familia de rectas (o segmentos), y por otro lado es-
tá una superficie representativa de lo que barre la recta o segmento al trazarse
la familia. La superficie comparte el color con que se pintan las rectas, pero tie-
ne un grado mayor de transparencia. Como se menciona en el apartado sobre
la funcionalidad de los reglados, es posible controlar qué se muestra según sea
necesario.

Curva de armonía. Mediante esta funcionalidad se genera una curva de se-
gundo grado en dos variables (una curva armónica) que pasa por cuatro puntos da-
dos. Suponga que el primer par de puntos usados para definirla son los puntos A y B,
y el segundo par de puntos el C y el D; y sea I la intersección de las rectas AB con la
CD. También, sea P el armónico conjugado de I respecto a A y B; y sea Q el armónico
conjugado de I respecto a C y D.

La curva construida cumple la propiedad de que las rectas AQ, BQ, CP, y la DP
son tangentes a ella. Es decir, P es un polo de la curva y su recta polar correspon-
diente es la CD; y también Q es otro polo, con su recta polar correspondiente siendo
la AB.

Para ejemplificar lo anterior, en la imagen 2.2.1.9 se presentan dos ejemplos de
construcción de una curva de armonía.
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Figura 2.2.1.9: Ejemplo de un par de curvas de armonía.

La imagen a la izquierda muestra una configuración de los cuatro puntos para
la cual la curva es una elipse. Compruebe las propiedades antes mencionadas. Ade-
más, nótese que la figura representa un círculo visto en perspectiva (una elipse), con
los puntos P y Q puntos de fuga, y las rectas AB y CD dos perpendiculares vistas bajo
dicha perspectiva.

Todo esto se aplica de igual manera en la figura a la derecha, en que la curva
resulta ser una hipérbola.

Hay dos maneras de generar una curva de armonía:

• Pulsando y arrastrando (el gesto natural de construcción de una curva de ar-
monía): Se pulsa y arrastra de un punto a otro del primer par (como A y B en
el ejemplo). Al arrastrar se muestra el segmento punteado indicativo del pri-
mer par. Este segmento queda marcado al soltar. Posteriormente, se repite este
procedimiento para el segundo par (también se muestra el segmento punteado
para este par). Al soltar, queda trazada la curva de armonía.

• Creando los 4 puntos: Se hace clic en los sitios donde estarán los puntos del
primer par (como A y B en el ejemplo). Luego se hace clic en los sitios corres-
pondientes al segundo par de puntos. Una vez que se han seleccionado los dos
primeros puntos, un segmento punteado los une para visualmente establecer
que ellos constituyen el primer par.

Una vez concluida la construcción de una curva de armonía, los segmentos indi-
cativos de los pares de puntos utilizados se muestran sólo cuando ésta se encuentra
seleccionada mediante la herramienta explorar.

Este constructor, además de la curva armónica por 5 puntos, son los únicos que,
tras terminar la construcción, el modo revierte automáticamente a la herramienta
explorar. Los demás constructores siguen seleccionado aún tras haberse terminado
de añadir los objetos geométricos con ellos.

Armónica 5 puntos. Mediante esta funcionalidad se genera una curva de se-
gundo grado en dos variables que pasa por cinco puntos dados. Se trata de una cur-
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va cónica. No obstante, se le denomina armónica dado que dichas curvas pueden
construirse mediante argumentos de armonía de forma más general y simple.

Para generar una curva armónica es preciso pulsar primero el botón Armónica 5
puntos. Una vez seleccionado, basta pulsar en 5 puntos distintos y la curva se creará.
Bien pueden ser puntos ya existentes, o, de lo contrario, se crean al vuelo. Al pulsar
el quinto punto se crea la curva. Si los puntos que definen a la armónica existen pre-
viamente, sólo se agregará la armónica como tal. De lo contrario, ProGeo3D creará
los puntos primero y luego la armónica.

Como recordatorio, una funcionalidad especial de ProGeo3D es que puede reco-
nocer si una curva generada por medio de la funcionalidad del botón curva / familia
se trata de una curva armónica. En caso de así ser, la curva quedará establecida co-
mo una armónica y podrá tratarse de forma igual (es decir, aprovechando toda la
funcionalidad de dicha curva, como poder usar intersecciones en la misma, cam-
biar su color, constreñirle puntos, etc.).

Este constructor, además de la curva de armonía, son los únicos que, tras termi-
nar la construcción, el modo revierte automáticamente a la herramienta explorar.

Los constructores geométricos revisados hasta aquí corresponden a la parte de Só-
lo regla. Es decir, las construcciones hasta aquí consideradas pueden realizarse median-
te proyecciones (trazado de rectas), y no es necesario usar otras herramientas como, por
ejemplo, un compás. Los botones que se describen en adelante involucran construccio-
nes que requieren de un compás (construcciones métricas), y corresponden a aquellos
constructores que involucran Regla y compás.

La mayoría de los constructores a continuación se encuentran más relacionados con
la geometría euclidiana.

En relación con lo anterior, se ponen de manifiesto algunos comportamientos de cons-
trucciones bidimensionales cuando se intenta extraerlas a tres dimensiones. Muchas cons-
trucciones euclidianas pueden hacerse en el plano x-y. Sin embargo, el usuario puede
posteriormente pasar a la visualización tridimensional para sacar a un punto del plano.
En muchos casos, los objetos de la construcción bidimensional intencionalmente des-
aparecen, así como cualquier objeto geométrico dependiente de ellos, dado que ya no se
consideran parte de una construcción bidimensional.

Considere, como ejemplo, que traza en el plano x-y un par de puntos A y B y su media-
triz. Si posteriormente se pasa a la visualización 3D, y se mueve el punto B de tal forma que
salga del plano x-y, la mediatriz dejará de ser trazada. Esto es porque en la visualización
tridimensional se puede hablar del plano mediador entre dichos puntos, pero la mediatriz
como tal en la visualización bidimensional deja de tener sentido. Si otros objetos geomé-
tricos dependen de dicha mediatriz, también desaparecerán. No obstante, si el punto se
regresa al plano, volverán a aparecer los objetos asociados. En este sentido, la mediatriz
y sus objetos asociados se vuelven inválidos y no se dibujan, pero siguen existiendo de
manera virtual y se pueden recuperar si se regresa a una condición en que son válidos.
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Después de este breviario, continuemos con la descripción de los constructores con
regla y compás.

2.2.2. Regla y compás

Círculo. Esta herramienta permite trazar un círculo de tres diferentes mane-
ras, a saber:

• Círculo centro-punto: Se logra pulsando en un punto que fungirá como el cen-
tro del círculo, arrastrando sin soltar y soltando en otro punto ya existente que
habrá de ser parte del círculo mismo, con lo que éste quedará trazado. Mientras
se pulsa y arrastra sin soltar, se muestra una vista previa del círculo. El punto
que se toma como centro del círculo puede ya existir, o bien no existir, en cuyo
caso será creado al vuelo cuando se cree el círculo. No obstante, para la funcio-
nalidad centro-punto, el punto donde se suelta debe ya existir previamente.

El radio en este tipo de círculos está determinado por la distancia entre el
centro y el punto donde se dejó de pulsar. Así, no es posible alterar el tamaño
del círculo arrastrando sobre cualquier parte de su borde, sino particularmente
en ese punto.

• Círculo centro-radio: La diferencia con la funcionalidad centro-punto es que el
punto donde se deja de pulsar no es un punto preexistente. En este caso, el
círculo quedará constituido por un círculo con su centro, pero no queda mar-
cado un punto que pertenezca a la circunferencia. Para este tipo de círculos, el
radio del mismo se puede variar con la herramienta explorar arrastrando cual-
quier parte del círculo para cambiar su tamaño, mientras que en el caso del
círculo centro-punto dicha acción no tendrá ese efecto, dado que el círculo es
dependiente del punto que se encuentra en el mismo.

• Compás: Permite trazar un círculo de radio equivalente a la longitud de un seg-
mento dado. Una vez que se encuentra encendida la herramienta Círculo, bas-
ta pulsar sobre el segmento en cuestión y arrastrar. Inmediatamente se trazará
una vista previa (punteada) del círculo cuyo radio tiene la longitud del seg-
mento, y está centrada donde se está pulsando. Al arrastrar sin soltar, la vista
preliminar se mueve hasta donde el usuario desee. El punto en donde se deja
de pulsar será el centro de la circunferencia, y puede bien ser un punto pre-
existente o un punto nuevo, el cual se creará al vuelo. Si posteriormente se
altera la longitud del segmento, el círculo cambiará sus dimensiones corres-
pondientemente.

Ortogonal / Pie. Es una herramienta que permite construir una recta perpen-
dicular a otra recta y que pasa por un punto determinado, o el pie de altura de un
punto sobre una recta o segmento.
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• Recta ortogonal a otra por un punto. Para construirla, es necesario pulsar el
botón Ortogonal / Pie primero. Una vez seleccionada dicha funcionalidad, se
debe pulsar la recta respecto a la cual se trazará la perpendicular y arrastrar sin
soltar el botón hacia un punto por el cual pasará la perpendicular. Tras dejar
de pulsar, se traza la perpendicular. Mientras se pulsa y arrastra se muestra una
vista preliminar de la perpendicular a trazar. El punto en que se suelta (por el
que pasará la perpendicular) puede existir previamente o no. De no ser así, el
punto será creado al vuelo junto con la recta perpendicular.

• Pie. Para construirlo, primero hay que tener activado el botón Ortogonal / Pie.
Luego, hay que pulsar el punto respecto al cual se trazará el pie y arrastrar sin
soltar hasta la recta o segmento sobre el cual se trazará el pie de altura. Al soltar,
éste queda trazado. Si el punto sobre el que se empieza a pulsar no existe, éste
se creará al vuelo.

Punto medio. Es una herramienta que crea un punto justo a la mitad de otros
dos.

Para crear el punto medio, primero es necesario seleccionar el botón de Punto
medio. Luego hay que pulsar en uno de los dos puntos extremos respecto a los cuales
se creará el medio, y arrastrar sin soltar hasta el otro punto. Se muestra una vista
preliminar del punto medio mientras se hace el arrastre. Al dejar de pulsar, el punto
medio quedará creado. Si los puntos extremos no existen previamente, ellos serán
creados al vuelo al dejar de pulsar.

Los puntos medios se trazan como puntos sin el aro pequeño que rodea a los
puntos libres o constreñidos (al igual que pasa para las intersecciones), con el fin
de hacer explícito que son puntos que no se pueden mover libremente mediante
la herramienta explorar, y que dependen de otros puntos (en este caso, los puntos
extremos).

Paralela. Es una herramienta que permite construir la paralela a una recta
que pasa por un punto determinado.

Para construirla, primero es necesario pulsar el botón Paralela. Luego se debe
pulsar sobre cualquier recta cuya inclinación es la que se desea emular en otra parte
y se arrastra sin soltar hasta un punto por el que la nueva recta habrá de pasar y se
suelta, creando así la recta paralela por ese punto. Se muestra una vista preliminar
de la recta paralela mientras se arrastra sin soltar. Si en el lugar donde se deja de
pulsar no existe un punto previamente, éste será creado al vuelo junto con la recta
paralela.

Mediatriz: Es una herramienta que traza la mediatriz de dos puntos previa-
mente existentes.
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Para crear una mediatriz, primero hay que seleccionar el botón Mediatriz. Lue-
go hay que pulsar en un punto y arrastrar sin soltar hasta el otro punto, donde fi-
nalmente se suelta. Se muestra una vista preliminar de la mediatriz entre el primer
punto y la posición del mouse mientras el botón está oprimido. Al dejar de pulsar,
la mediatriz queda construida. Si los puntos elegidos no existen previamente, ellos
serán creados al vuelo junto con la mediatriz.

Como se puede notar, la construcción de una mediatriz es muy semejante a co-
mo se crea un punto medio.

Bisectriz. Es una herramienta que permite construir la bisectriz de una terna
de puntos (no es necesario tener rectas o segmentos para trazarla), o bien de un par
de rectas.

• Bisectriz de una terna de puntos. Para construirla primero es necesario presio-
nar el botón Bisectriz para entrar a dicha funcionalidad. Posteriormente se se-
lecciona un punto que corresponde al vértice por donde pasará la recta. Luego
se pulsa sobre otro de los puntos y se arrastra sin soltar hasta el tercer punto. Se
muestra una vista preliminar del ángulo a bisecar. Al dejar de pulsar, la bisec-
triz quedará trazada. Puede trazarse usando puntos preexistentes o, si dichos
no existen, serán creados al vuelo junto con la bisectriz.

Note que la bisectriz trazada biseca al ángulo formado al arrastrar del se-
gundo al tercer punto, asegurando que lo que se traza es la bisectriz interna.

• Bisectriz de un par de rectas. Es posible trazar la bisectriz no dependiendo de
sólo 3 puntos, sino de dos rectas que se intersecan en el plano. Para ello, se
pulsa en una recta y, sin soltar, se arrastra hacia la otra recta, donde se deja de
pulsar. Mientras se arrastra aparece una línea punteada siguiendo la trayecto-
ria del puntero. Al soltar, queda trazada la bisectriz que atraviesa la trayectoria
elegida por el puntero al pasar de una recta a la otra. Así, conviene pulsar y
arrastrar por la parte sobre la cual se desea que esté la bisectriz.

Ángulo. Es una herramienta para construir la marca de un ángulo. Los ángulos
se construyen a partir de tres vértices, o bien a partir de un par de rectas; ambas
formas muy similares a como se construye la bisectriz.

• Ángulo en una terna de puntos. Habiendo pulsado el botón Ángulo para selec-
cionar dicha funcionalidad, se debe primero pulsar y soltar inmediatamente
en el punto o vértice donde se marcará el ángulo. Después, es necesario pulsar
en uno de los vértices que subtiende el ángulo y arrastrar hacia el otro vértice
que subtiende el ángulo, y ahí soltar, con lo que se creará el ángulo.
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Al igual que la Bisectriz, el Ángulo no precisa de rectas o segmentos para
ser construido. Se puede construir el ángulo subtendido entre tres puntos so-
lamente. Además, los puntos que definen el ángulo no tienen por que existir
previamente. Si no existen, serán creados al vuelo junto con el ángulo.

Si se mueven los puntos que determinan el ángulo tal que éste crezca a más
de un ángulo llano, el ángulo que se trazará será el complemento del ángulo al
ciclo completo. Es decir, siempre se pintan ángulos de menos de un ángulo
llano.

• Ángulo dependiente de rectas o segmentos. Aunque el ángulo puede ser trazado
sólo con 3 puntos, también es posible definir ángulos entre rectas o segmentos.
Con la herramienta activa, basta pulsar de una recta o segmento, arrastrar sin
soltar a la otra (u otro segmento), donde se deja de pulsar. El ángulo queda
entonces trazado, y es aquél justo por el que pasó el puntero al arrastrar de un
objeto a otro.

Eje radical. Es una herramienta que permite construir el eje radical de dos
circunferencias. Como breve recordatorio, el eje radical es el conjunto de puntos tal
que su potencia a dos distintos círculos es la misma.

Para construirlo, primero es necesario tener seleccionado el botón Eje radical
pulsando en él. Luego es necesario pulsar en una de las circunferencias, arrastrar
hacia la otra circunferencia y soltar. Al soltarlo en la otra circunferencia, se traza
el eje radical. El orden (cuál circunferencia se toma como primera o segunda) no
importa para el trazado. En caso que el puntero no se suelte en la otra circunferencia,
no se traza nada.

2.3. Constructores geométricos en 3D

ProGeo3D permite la visualización tridimensional de construcciones geométricas, co-
mo se comenta en el apartado de la funcionalidad 3D. Más aún, es posible construir la ma-
yoría de los objetos geométricos revisados en el apartado sobre la barra de constructores
geométricos directamente dentro de la visualización tridimensional. El presente apartado
se dedica a explicar dicha funcionalidad.

Los botones explicados a continuación corresponden a algunos de los ya revisados
para dos dimensiones. Una vez en el espacio 3D, es necesario seleccionar los botones en
cuestión para acceder a las construcciones descritas a continuación. Sólo se detalla la fun-
cionalidad adicional de agregar los objetos en el espacio tridimensional; los detalles finos
de cada constructor se tratan en el apartado la barra de constructores geométricos ya revi-
sado.
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2.3.1. Sólo regla

Punto / Recta.

• Punto independiente: Igual que para el caso bidimensional, se logra haciendo
clic donde se desea colocar el punto. Por defecto, el punto quedará creado en
el espacio sobre el plano perpendicular a la línea de visión (o bien, paralelo al
plano de la pantalla) que pasa por el origen.

Aunque haya sido creado en dicho plano, el punto es un punto libre. Es-
to es, es posible moverlo fuera de dicho plano rotando la construcción con la
herramienta explorar y pulsando y arrastrando al punto a una nueva posición.
Cuando esto se hace, el punto se mueve sobre el plano perpendicular a la pan-
talla (que ahora será distinto a aquél donde se colocó dada la rotación de la
construcción) y que contiene al punto.

Todos los constructores que generan puntos libres adicionales (por ejem-
plo, el segmento, que al ser construido tiene la posibilidad de generar al vuelo
también los puntos extremos del mismo) colocan a los puntos siempre en el
plano paralelo a la pantalla y que pasa por el origen.

• Punto constreñido a un objeto geométrico: Igual que en la vista bidimensio-
nal, se logra haciendo clic sobre algún segmento, recta, o curva que permita
la constricción del punto a ella. El punto en este caso quedará sobre el obje-
to geométrico al que está constreñido y a la altura donde se pulsó. También
es posible constreñir puntos a superficies como planos o esferas, siguiendo el
mismo comportamiento descrito.

• Intersección: Se logra pulsando en la posición de intersección entre dos curvas,
siempre y cuando éstas estén internamente representadas algebraicamente
y, además, efectivamente se crucen. De no darse estas condiciones, el punto
de intersección no se trazará.

• Recta: Se traza igual que en dos dimensiones (pulsando, arrastrando y soltan-
do). Se pueden usar puntos pre-existentes para definir la recta. De no ser así,
los puntos se crean al vuelo y yacen en el plano paralelo a la pantalla y que pasa
por el origen, quedando la recta así trazada también contenida en dicho plano.

Cuando se abre una escena nueva usando el archivo ProGeo3D.html, o cuando
se pulsa el botón Nueva, cuyo propósito es el mismo, la funcionalidad Punto / Recta
se encuentra activada por defecto.

Intersección.

• Intersección por proximidad: Este tipo de intersección se logra haciendo clic
sobre el punto donde se observa que dos objetos geométricos efectivamente
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se cruzan. También se puede usar para obtener las intersecciones entre planos,
esferas, curvas, etc. Si los objetos en realidad no se cruzan, la intersección no
se crea.

• Intersección por arrastre entre objetos: La intersección se logra pulsando en uno
de los objetos, arrastrando al otro, y soltando, muy similar a como se hace en
dos dimensiones. La intersección se crea aún si los objetos no se cruzan en
ese momento, sólo que se declara como inválida. Posteriormente, si se hacen
cruzar, la intersección se hace válida y es mostrada. Con este método es posible
obtener intersecciones entre esferas, entre planos y esferas, rectas y planos, etc.

Es preciso tener en mente que, para intersecar algún objeto con un plano
definido por tres puntos, hay que ya sea soltar el puntero sobre el triángulo
representativo de dicho plano, o bien partir el puntero desde dicho triángulo
representativo. Si se usa cualquier otra parte visible del plano para generar la
intersección, ésta no se mostrará.

Es importante saber que intersecciones generadas en la vista bidimensional (por
ejemplo, dos rectas que se cruzan, generadas en la visualización x-y) pueden inva-
lidarse al manipularlas en la visualización 3D. En dicha vista, se pueden alterar las
rectas de tal forma que ya no crucen. En ese caso, la intersección se invalida y ya
no aparece, así como ningún objeto que pudiera depender de ella. No obstante, si
se regresa la recta al plano, la intersección reaparecerá junto con cualquier objeto
dependiente de ella.

Segmento.

• Segmento convencional: Al igual que en el caso bidimensional, se logra pulsan-
do en donde habrá de estar un extremo del segmento, arrastrando a la posición
del segundo punto que define al segmento, y soltando. Los puntos creados co-
mo extremos del segmento quedarán en el plano paralelo a la pantalla que y
pasa por el origen, por lo que el segmento también quedará en dicho plano.
Esto en el caso en que en el sitio donde se pulsó no había puntos previamente,
y fueron entonces creados al vuelo.

• Segmento complementario: La funcionalidad es muy similar a la correspon-
diente en dos dimensiones. Conviene revisar antes el ejemplo de dicha fun-
cionalidad en dos dimensiones. En el espacio tridimensional es posible hacer
este tipo de segmentos no sólo flanqueando una recta, sino también un plano.

◦ Segmento que flanquea una recta: Se logra trazando un segmento copla-
nar a una recta mientras la recta está seleccionada. Si los extremos del
segmento quedan en lados opuestos de la recta, se trazará el segmento
complementario. De lo contrario, se traza el segmento común y corriente.

Si eventualmente el segmento y la recta dejan de ser coplanares, sólo
se trazará el segmento común, no el complementario.
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◦ Segmento que flanquea a un plano: Se logra trazando el segmento mien-
tras se tiene un plano seleccionado en lugar de una recta. Recuerde que
para seleccionar un plano definido por tres puntos es preciso, mientras
la herramienta explorar está activa, pulsar en el triángulo representativo
del mismo. Una vez creado el segmento, si sus extremos quedan en lados
opuestos del plano, se trazará el segmento complementario. Si quedan de
un mismo lado, se traza el segmento convencional.

Plano. En tres dimensiones es posible definir otros planos más allá de aquellos
definidos por tres puntos.

• Plano definido por tres puntos: Los tres puntos agregados y que determinan el
plano construido se colocan en el plano paralelo a la pantalla y que pasa por
el origen. Se recuerda nuevamente que es posible mover los puntos fuera del
plano. Ello que se logra rotando la vista y moviendo los puntos. Su movimiento
será ahora sobre el plano paralelo a la pantalla que resultó tras rotar la vista.

Un plano creado por 3 puntos se muestra en la visualización tridimensio-
nal como un triángulo. No obstante, es posible ver el plano completo si la op-
ción caja se encuentra activa. Sin embargo, para interactuar con el plano (por
ejemplo, para seleccionarlo) es preciso hacerlo con su triángulo representativo.

• Plano complementario a una recta en 3D. Como se mencionó en el apartado
sobre plano complementario a una recta en los constructores en 2D, es posible
construir un plano en 3D que evite a una recta. La receta es la misma que para
el caso bidimensional.

Sin embargo, el plano complementario sólo se muestra si la recta es copla-
nar con el plano, y si dos de los tres puntos del plano quedan del lado opuesto
de la recta respecto al punto restante. De lo contrario, se muestra el plano con-
vencional.

• Plano complementario a otro plano. Basta primero seleccionar con la herra-
mienta explorar el plano respecto al cual el nuevo a crear será complementa-
rio. Después se activa la herramienta Plano y se pulsa y suelta (sin arrastrar) en
un lugar del espacio, con lo que queda creado el primer punto del plano nuevo.
Después, se pulsa y arrastra de un sitio a otro en el espacio y se suelta, creando
los otros dos puntos que definen el nuevo plano. Al soltar, el plano es creado.

Si dos de los puntos quedan en lados opuestos del plano que se seleccio-
nó al inicio, el plano se comportará como complementario. De lo contrario, se
muestra como un plano convencional.

En tres dimensiones es posible también generar planos con atajos más directos que
sólo los tres puntos. Estos planos permiten mayor libertad al generar los planos,
pues permiten el uso de rectas como las paralelas y perpendiculares, que no nece-
sariamente están definidas por dos puntos, para construirlos. Por ejemplo:
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• Plano de una recta y un punto: Teniendo la herramienta activada, se pulsa de
alguna parte de una recta y se arrastra hasta un punto, donde se deja de pulsar.
Al soltar, aparece el plano que contiene tanto a la recta como al punto usados.
Es preciso notar que se debe primero pulsar en la recta y soltar en el punto. De
hacerse al revés, no se generará el plano.

• Plano de dos rectas: Si se tienen un par de rectas coplanares distintas, cuando
está activa la herramienta Plano se puede pulsar en una, arrastrar hacia la otra,
y soltar. Es importante tener en cuenta que, de no ser coplanares las rectas, si se
pulsa en una recta y arrastra a la segunda no coplanar, se generará el plano que
incluye a la primera recta, y que pasa por un punto constreñido (y generado al
vuelo) sobre la segunda recta. Así, si el programa detecta que las rectas no son
coplanares, sigue la vía del plano de una recta y un punto, generando el punto
al vuelo que queda constreñido a la segunda recta.

Armonía.

Es posible en la visualización tridimensional realizar la mayoría de las construccio-
nes de Armonía que existen en dos dimensiones. El armónico conjugado de un pun-
to con respecto a otros dos colineales con él y el armónico de un punto en una recta o
segmento definido por dos puntos se generan igual que en caso bidimensional. El 2o
precisa que el punto a obtener el armónico se encuentra en la recta en cuestión. La
reflexión de un punto respecto a un centro y una recta-espejo se construye igual, pero
la reflexión sólo es válida si la recta-espejo y los puntos son coplanares. Además de
estas construcciones se incluyen otras propias a tres dimensiones.

• Reflexión armónica de un punto (P) respecto a otro (C) y un plano (e) como es-
pejo. Seleccionar P, luego pulsar y arrastrar de e a C (o viceversa). Al soltar se
genera el punto correspondiente a la reflexión armónica.

• Inverso de un punto respecto a una esfera. Se pulsa en el borde de la esfera res-
pecto a la cual se hará la inversión, y se arrastra sin soltar al punto a invertir,
donde se deja de pulsar. Al soltar, el punto inverso será trazado.

• Inverso de un plano respecto a una esfera. Se pulsa en el borde de la esfera y
se arrastra al plano (si el plano se definió a partir de su forma triangular, se
arrastra al triángulo representativo del plano), y se suelta. Al soltar, se crea la
esfera resultante de la inversión.

• Inverso de una esfera (ej. C1) respecto a otra (ej. C2). Se pulsa en el borde de C2

y se arrastra y suelta sobre el borde de C1, con lo que queda trazada la esfera
resultante de la inversión. Como es de esperarse, las tres esferas se intersecan
en un mismo círculo en tres dimensiones.

• Reflexión armónica de un punto respecto a una recta y otro punto. Es posible
generarlo igual que en dos dimensiones: se pulsa y suelta (sin arrastrar) en el
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punto a obtener su reflexión armónica; luego se pulsa en la recta y se arrastra al
otro punto, donde se suelta. Nuevamente, el orden de los dos últimos objetos
(respecto a los cuales se obtiene la reflexión armónica) no importa. Note que
esta reflexión sólo tiene sentido si los dos puntos y la recta son coplanares. De
lo contrario, no se trazará el punto.

• Recta armónica conjugada. Funciona igual que su contraparte bidimensional.
Es decir, teniendo activada la herramienta Armonía, se selecciona la recta (o
segmento) a obtener su conjugada, y se pulsa y arrastra de una a otra entre las
dos rectas (o segmentos) respecto a las cuales se obtendrá la armónica conju-
gada de la seleccionada. No obstante, es muy importante tener en cuenta que,
para el caso tridimensional, es preciso que la terna de rectas (o segmentos) no
sólo sean concurrentes, sino además coplanares. De no cumplirse, la construc-
ción se invalida.

• Polo de una curva armónica respecto a una recta polar. Pulsar en la armónica,
arrastrar a la recta, y ahí soltar. El polo queda entonces generado. Es preciso
notar que la recta y la armónica deben ser coplanares para que la construcción
tenga sentido.

• Recta polar de una curva armónica respecto a un punto. Pulsar en la armónica,
arrastrar al punto, y ahí soltar, quedando generada entonces la recta polar. Es
preciso que la armónica y el polo sean coplanares. De lo contrario, la construc-
ción no tendrá sentido.

La construcción Puntos cuyas polares respecto a dos curvas armónicas coinciden
sólo está disponible para la visualización 2D.

Curva / Familia. Es posible generar curvas y familias en la visualización tridi-
mensional. A manera de ejemplo, imagine que cuenta con un círculo (p. ej., resul-
tante de la intersección de dos esferas) y un punto constreñido al mismo. En la visua-
lización tridimensional se agrega otro punto cualquiera fuera del plano del círculo y
se traza la recta entre el constreñido y el nuevo punto.

Posteriormente se puede usar el botón Curva / Familia y pulsar y arrastrar desde
la recta al punto constreñido, con lo que quedará trazada la familia de rectas que co-
rresponde a un cono. Inclusive, si se define la intersección de la recta con otro plano
distinto, se puede trazar la curva que traza la intersección con el nuevo plano al mo-
verse el punto constreñido. Para ello, por ejemplo, bastaría pulsar en la intersección
y arrastrar y soltar en el punto constreñido, mientras se tiene la herramienta Curva /
Familia activa.

Curva de armonía. Se genera igual que para el caso bidimensional (pulsando
en los cuatro puntos que la generan sin alterar la perspectiva, asegurándose así que
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todos quedan en un plano). Sin embargo, una vez trazada, es preciso notar que, de
cambiarse la perspectiva y sacar algún punto del plano que contiene a los demás, la
curva se invalida.

Armónica por 5 puntos. Se construye igual que para el caso bidimensional.
No obstante, una vez que está construida, si los puntos no son coplanares, la curva
se invalida.

2.3.2. Regla y compás

Esfera. Dado que la esfera es el elemento análogo al círculo en tres dimensio-
nes, el botón de este constructor se encuentra en el mismo lugar que el del círculo.
La esfera en la visualización tridimensional se traza de igual forma que el círculo.
Es decir, se puede pulsar y arrastrar de un punto a otro para delimitar el centro y el
punto que definirá el radio de la misma.

Al igual que en dos dimensiones, se pueden hacer esferas centro - punto y centro
- radio. Así, es posible crear una esfera sin puntos pre-existentes, en cuyo caso, el
centro de la misma se creará en el lugar de la pulsación y en el plano paralelo a la
pantalla que pasa por el origen. No obstante, si donde se deja de pulsar no contiene
un punto, ahí no se creará un punto adicional. Así pues, este tipo de esfera consiste
en una esfera centro-radio (similar al círculo centro-radio en el caso bidimensional).
El radio de la esfera centro-radio puede posteriormente modificarse con explorar de
igual forma que se hace para su contraparte bidimensional (arrastrando el borde
visible de la esfera). También es posible crear esferas mediante la funcionalidad de
compás (pulsando en un segmento, arrastrando y soltando, con lo que se creará una
esfera con centro donde se haya dejado de pulsar y radio de longitud igual a la del
segmento).

Cabe decir que si se traza un círculo en la visualización bidimensional y luego
se pasa a la tridimensional, el círculo se ve aún en el plano z=0. Además, se muestra
la esfera correspondiente al círculo. Sin embargo, si se saca el centro de dicho plano,
se muestra la esfera y deja de verse el círculo con trazo sólido (sólo se muestra uno
punteado que corresponde al cruce entre la esfera y el plano x-y).

Cuando se agrega en visión 3D un punto en el borde visible de una esfera y, sin
alterar la perspectiva, se trata de desplazarlo con la herramienta explorar, el punto
parece estar constreñido sólo al borde visible de la esfera, y no es posible moverlo a
cualquier parte de la superficie de la misma. Esto se explica pues el punto, aunque
está constreñido a la esfera, viaja por el plano paralelo a la pantalla y que pasa por el
centro de la esfera. Así, sólo puede estar en el borde visible de la esfera. No obstan-
te, si se cambia la perspectiva de la construcción, se hace evidente que el punto se
puede desplazar a cualquier parte de la superficie de la esfera.
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Ortogonal / Pie.

• Plano ortogonal a la recta por un punto. Se pulsa en la recta, se arrastra hacia
el punto por donde habrá de pasar el plano, para ahí soltar, con lo que queda
generado el plano para el que la recta es normal. Si el sitio donde se suelta el
puntero no contiene un punto, éste se genera al vuelo. Dicho punto puede estar
dentro o fuera de la recta misma.

Si lo que se desea es construir la recta ortogonal a otra y que pasa por un
punto, primero es preciso construir el plano ortogonal por el punto, luego el
pie del punto en la recta y luego generar la recta que une al punto con el pie en
la recta.

• Pie de un punto en una recta. Se pulsa primero en el punto a obtener el pie, de
donde se arrastra a la recta y ahí se suelta. El pie queda marcado en la recta.

• Recta ortogonal a un plano que pasa por un punto. Se arrastra del plano al sitio
por donde ha de pasar la recta ortogonal, donde se suelta. Si se suelta en un
lugar vacío, se crea el punto por el que pasa como punto libre al vuelo en el
plano paralelo a la pantalla que pasa por el origen.

Si el plano utilizado es uno definido por tres puntos (triángulo), es necesa-
rio pulsar en el triángulo representativo y de ahí arrastrar al punto.

• Recta ortogonal a dos rectas distintas en el espacio. Se pulsa en una recta y se
arrastra sin dejar de pulsar a la segunda recta, donde se deja de pulsar. Al sol-
tar, queda generada la recta que pasa por ambas rectas, y es perpendicular a
ambas. Cabe decir que las intersecciones entre la ortogonal y cada una de las
rectas usadas para generarla definen el segmento de menor longitud que co-
necta a ambas recta originales. Además, la recta resultante también está rela-
cionada con ambas originales de tal forma que su vector director es el producto
cruz de los vectores directores de las rectas originales.

• Pie de un punto en un plano. Se pulsa en el punto y se arrastra al triángulo
representativo del plano, donde se suelta. Al soltar, se crea un punto que es
el pie del punto donde se empezó a pulsar, sobre el plano. Si el punto donde
se empieza a pulsar no existe previamente, será creado al vuelo. Mientras se
arrastra, aparece la leyenda Pie de P en (L o T). En este caso, se está trazando
respecto a un plano (T).

Es importante tener en mente que cuando se crea una recta ortogonal en la vista
tridimensional, y al pasar a la bidimensional se muestra también la recta, lo que se
ve en dos dimensiones es la proyección de la recta ortogonal sobre el plano x-y.

En el mismo sentido, cabe hacer mención de un comportamiento para ortogona-
les generadas en la vista bidimensional pero editada en vista tridimensional. Si se
construyó originalmente en el plano x-y una ortogonal a una recta que pasa por un
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punto fuera de la recta y posteriormente se cambia la visualización a 3D, se muestra
la ortogonal también en el espacio. Si la recta original entonces se saca del plano
x-y se sigue mostrando la recta ortogonal correspondiente. Si se regresa a la visuali-
zación bidimensional, la recta ortogonal por perspectiva puede no mostrarse en un
ángulo recto respecto a la original.

Punto medio. Permite crearlo, al igual que en la visualización bidimensional,
a partir de pulsar y arrastrar de un punto a otro en la visualización tridimensional.
De no existir los puntos previamente, se crearán al vuelo en la ubicación que corres-
ponde al punto donde se pulsó (para el punto inicial) y soltó (para el punto final);
que además está en el plano paralelo a la pantalla y que pasa por el origen. O bien,
corresponderán a intersecciones o puntos consreñidos, según sea el caso.

Una vez creado el punto medio, su representación en la visualización x-y tam-
bién está disponible como la proyección del punto medio sobre el plano x-y.

Paralela. Sus opciones en la visualización tridimensional son:

• Recta paralela a otra por un punto. En la visualización tridimensional traza la
paralela a la recta en cuestión que pasa por un punto dado, y siguiendo las mis-
mas instrucciones dadas para el caso bidimensional. En caso que el punto por
el que pasa se cree al vuelo como un punto libre (es decir, si se dejó de pulsar
en una parte vacía del espacio), el punto al vuelo será creado en la ubicación
donde se pulsa y que pertenece al plano paralelo a la pantalla y que pasa por el
origen.

Es posible crear una paralela por un punto dentro de la visualización x-y y
se observará en la visualización tridimensional. Igualmente, es posible generar
la paralela en la visualización tridimensional y, al pasar a la visualización x-y,
se observará la proyección de dicha recta paralela sobre el plano x-y.

• Plano paralelo a otro plano por un punto. Para construirlo, se activa primero
la herramienta Paralela, luego se pulsa en el triángulo representativo del plano
respecto al cual se trazará el paralelo, y se arrastra sin soltar hasta el punto por
el que pasará el nuevo plano, donde se suelta. Al soltar, queda trazado el plano.
Si el punto donde se suelta no existía previamente, será creado al vuelo.

Plano mediador. Dado que es el análogo tridimensional a la mediatriz, su
botón se encuentra en la misma posición que el de ésta. La construcción que realiza
es el conjunto de puntos en el espacio que equidistan de un par de puntos dados,
y este conjunto corresponde al plano mediador, que también puede verse como el
plano entre el par de puntos y tal que la recta que une los puntos es ortogonal al
mismo. Si los puntos que determinan el plano se crean al vuelo, seguirán la regla de
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que se colocan en donde se pulsa sobre el plano paralelo a la pantalla y que pasa por
el origen. O bien, si uno resulta ser el cruce de objetos geométricos, se trazará como
una intersección.

Bisectriz.

• Bisectriz de una terna de puntos. Suponga que se cuenta con los puntos A, B
y C en el espacio y se pulsa en el punto C, y de ahí se pulsa y arrastra de A
a B, todo esto teniendo seleccionado el botón Bisectriz. La construcción de la
bisectriz en la visualización tridimensional genera la recta en el espacio tal que
el ángulo del segmento AC con la recta es igual al del segmento BC con la recta.
La bisectriz trazada es la que biseca el ángulo por donde se paso de un punto al
otro (y no su suplementario). Igualmente, si los puntos no existen previamente,
se seguirán las reglas ya mencionadas para crearlos al vuelo.

• Bisectriz de un par de rectas. Es posible también en tres dimensiones construir
la bisectriz de dos rectas, al igual que en el caso bidimensional. Se recuerda que
basta pulsar y arrastrar de una recta a la otra para generarla. No obstante, es
importante indicar que ambas rectas deben ser coplanares. De lo contrario, se
invalida la construcción.

La bisectriz trazada en la visualización bidimensional se puede observar en la visua-
lización tridimensional. Sin embargo, al observar una bisectriz creada en el espacio
pero en la visualización x-y, están presentes los tres puntos y la recta. No obstante,
la recta no corresponde a la bisectriz en el plano x-y, sino a la proyección de la bisec-
triz en el espacio sobre el plano. Así que si se crea una bisectriz en tres dimensiones,
aunque se muestra en la vista en dos dimensiones, por perspectiva, no necesaria-
mente bisecará al ángulo en dos dimensiones.

Ángulo.

• Ángulo de una terna de puntos. Siguiendo el mismo ejemplo que para la bisec-
triz, el ángulo se traza con el mismo procedimiento. En este caso, se trazaría
el ángulo en el espacio que queda flanqueado por los segmentos AC y BC. El
ángulo trazado es aquél que se encuentra por donde se hizo pasar el punte-
ro. Igualmente, si los puntos no existían previamente, ellos se crearán al vuelo
como se explicó anteriormente.

• Ángulo entre rectas o segmentos. También es posible trazar el ángulo depen-
diente de dos rectas o segmentos, como en el caso bidimensional, arrastrando
de un elemento al otro y ahí soltando. El ángulo queda trazado por donde pasó
el puntero al arrastrar. Nuevamente, es preciso que los segmentos o rectas sean
coplanares para que el ángulo sea válido.
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Aunque un ángulo creado en la visualización x-y se muestra, como es esperado, so-
bre el plano horizontal en la visualización tridimensional, esto no aplica a la inversa.
Es decir, se puede trazar un ángulo dados tres puntos en el espacio. Pero al mover-
nos a la visualización bidimensional, el ángulo mostrado no será el mismo que el
tridimensional, sino la proyección del mismo sobre el plano x-y. Sólo serán iguales
si los tres puntos pertenecen a un plano paralelo al plano x-y.

Plano radical. Se trata del conjunto de puntos tales que la longitud del seg-
mento tangente de cualquiera de los puntos a dos esferas no concéntricas tiene igual
longitud. Tiene la propiedad de ser perpendicular a la recta que une los centros de
las esferas. Similar a como funciona el eje radical en la visualización bidimensio-
nal, el plano radical se traza, una vez oprimido el botón Plano radical, pulsando y
arrastrando del borde visible de una de las esferas al borde visible de la otra.

Un detalle importante a tener en mente al construir objetos geométricos, es que es
posible, para la mayoría de ellos, dejarlos sin terminar. Por ejemplo, para el caso de una
armónica por 5 puntos, es posible añadir, digamos, 4 puntos y luego pulsar en la herra-
mienta explorar. Esto interrumpe la construcción final. Así, no se genera la curva armóni-
ca, pero los 4 puntos añadidas originalmente quedan aún. En caso que el usuario no desee
que se conserven dichos puntos, deberá deshacer manualmente la adición de esos puntos
mediante la herramienta deshacer / rehacer.

Adicionalmente, aunque se hizo mención explícita en algunos de los constructores, es
siempre buena idea tener claro el impacto de editar construcciones en la vista tridimen-
sional. Dada una construcción generada en 2D, si ésta se edita en 3D, extrayendo objetos
antes en el plano x-y hacia el espacio, éstos objetos pueden dejar de tener el efecto bidi-
mensional deseado cuando se construyeron en la vista bidimensional. El comportamien-
to geométrico deseado siempre se respeta en la vista tridimensional, pero al regresar al
a vista bidimensional, al observarse en ésta simplemente proyecciones de los objetos en
el espacio hacia el plano x-y, pueden no corresponder al comportamiento esperado. Co-
mo ejemplos, un ángulo en 3D puede verse de distinto tamaño en 2D; una bisectriz en
3D puede no efectivamente bisecar un par de segmentos en 2D; y una ortogonal en 3D
pueden no formar un ángulo recto al verse en 2D. En resumen, se busca que el usuario
comprenda que, al sacar objetos de 2D a 3D, sus propiedades geométricas pueden verse
alteradas al regresar a 2D.

2.4. La barra horizontal inferior

La barra inferior contiene controles de generación de nuevas construcciones (vacías),
edición de propiedades de los elementos de la construcción existentes, etc., aunque tam-
bién puede conferir propiedades a elementos a añadir en el futuro. Adicionalmente, per-
mite deshacer y rehacer acciones en la construcción.
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Los elementos de la barra horizontal inferior son:

Botón de Nueva construcción. Elimina cualquier objeto de una construcción
previa para empezar una construcción desde cero. Si se desea conservar una cons-
trucción hecha antes de presionar este botón, será necesario guardarla. Cuando se
intenta guardar una construcción creada a partir de una nueva, el nombre asignado
para la misma es sin_nombre.pg3, con el objeto de evitar que vaya a sobre escribir
una existente. Se recomienda al usuario que desee crear una aplicación nueva den-
tro de una unidad didáctica que revise el apartado sobre guardado y recuperación de
archivos con el fin de que se familiarice con la estructura de archivos y su contenido.

El botón de Nueva construcción puede usarse para hacer una construcción rápi-
da que el usuario no necesariamente desea guardar. Por ejemplo, al trabajar con una
construcción importante, puede requerirse comprobar alguna propiedad geométri-
ca. Al pulsar este botón, podrá enfocarse en la propiedad geométrica en la nueva
construcción y, una vez hecho esto, pulsar el botón recuperar paso, con lo que regre-
sará a la última versión guardada de la aplicación en la que originalmente se encon-
traba trabajando.

Cuando se pulsa este botón en presencia de una construcción ya desarrollada,
se presenta un diálogo de advertencia de posible pérdida de datos que contiene el
texto Esto cambiará la construcción. El usuario debe confirmar su decisión en este
diálogo para poder iniciar una escena nueva. Este diálogo también aparece en las
dos otras acciones que potencialmente se traducen en pérdida de datos, tal como el
botón para recargar la escena del archivo pg3.

Botón de Recuperar. Este botón recupera todos los objetos escondidos por el
botón Ocultar, haciéndolos visibles nuevamente.

Este botón forza a que todos los objetos cuyo grosor es cero (que constituye
una forma alternativa de esconderlos) recuperen un grosor correspondiente a 1. Los
puntos ocultados mediante la asignación de un grosor de 0 son de esta forma re-
cuperados también. Sin embargo, los objetos ocultos mediante la funcionalidad de
color no se recuperan con este botón. Para ello es necesario echar mano de la Barra
de colores.

Botón de Ocultar. Para usar este botón, primer debe hacer clic sobre el mismo,
con lo que se mostrará flanqueado por un recuadro indicando que está activa esta
funcionalidad. Una vez activo, cualquier objeto de la construcción sobre el que se
pulse quedará oculto. Esto es particularmente útil para construcciones que requie-
ren una gran cantidad de elementos auxiliares que saturan la visibilidad y que no se
desean presentes en el resultado final.

Se pueden ocultar varios elementos pulsando sucesivamente los objetos a ocul-
tar mientras la funcionalidad de Ocultar se encuentra activa.
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El ocultar los objetos no los elimina completamente. Los objetos siguen exis-
tiendo y las construcciones dependientes de ellos siguen funcionando igual. Sim-
plemente no son mostrados.

Los objetos se ocultan para el paso explicativo en que están, no para todos los
pasos.

Si se desea recuperar colores ocultos por esta funcionalidad, basta usar el botón
Recuperar.

Botón de Cambiar. Al pulsar este botón, queda activo, que se evidencia me-
diante un marco a su alrededor. Una vez activo, puede pulsarse sucesivamente para
escoger si cambiar el solamente el color, o el grosor, o el estilo, o los tres simultánea-
mente, de algún objeto geométrico:

• Cambiar Color: Si se pulsa el botón una segunda vez, el número y la línea
superior (que indica el estilo usado) en el mismo desaparece y sólo queda visi-
ble un bloque referente al color. Una vez en esta configuración, se puede pulsar
algún color de la barra de colores para que sea el que se ocupa en el botón pa-
ra cambiar el color. Cualquier objeto geométrico que se pulse posteriormente
adoptará el color en cuestión.

• Cambiar Grosor: Si se vuelve a pulsar el botón una tercera vez, el recuadro
de color en el mismo desaparece y sólo aparece un número que corresponde
al grosor el objeto a cambiar. Posteriormente se puede elegir un grosor con
el pulsador Grosor. Cualquier objeto geométrico que se pulse posteriormente
adoptará el grosor así determinado.

• Cambiar Estilo de línea: Si se vuelve a pulsar el botón una cuarta vez, el
número que corresponde al grosor desaparece y se muestra una línea en la par-
te superior del botón. Esta línea puede ser sólida, punteada gruesa, o punteada
delgada, según el estilo elegido mediante el control estilo de línea. Este tipo de
estilo de línea sólo es aplicable a rectas, segmentos y círculos.

El pulsar el botón una quinta vez regresará al botón a su configuración original, en
que se puede asignar un color, grosor y estilo simultáneamente a un objeto.

Los cambios sucesivos realizados por este botón también pueden deshacerse me-
diante el botón control para deshacer cambios, que sólo está disponible cuando está
activo el botón Cambiar.

Botones de la Barra de colores. Consiste en una
paleta con un total de treinta colores repartidos en diez columnas de tres colores
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similares entre sí. En general, cada botón sirve para elegir un color para un objeto
determinado, pero también pueden usarse con otros fines, a saber:

• Para objetos a añadirse: Si el color está previamente seleccionado (con un bor-
de a su alrededor), los nuevos objetos gráficos añadidos tendrán dicho color.

• Para cambiar el color de un objeto existente: Es necesario primero seleccionar
el objeto geométrico. Una vez seleccionado, se pulsa el botón del color deseado
y el objeto seleccionado cambiará de color.

• Para ocultar objetos geométricos de un mismo color: Si un color determinado
se encuentra seleccionado (con un borde a su alrededor), y se vuelve a pulsar,

se marcará con una cruz adentro . Así, todos los objetos geométricos del
color en cuestión no se mostrarán. Si se vuelve a pulsar el mismo botón, la cruz
en el botón desaparece, y los objetos vuelven a ser mostrados. Los colores se
ocultan o muestran para el paso explicativo que esté visible.

Se pueden ocultar varios colores al mismo tiempo con este procedimiento.
El ocultarlos de esta forma no elimina los objetos, sólo dejan de mostrarse.

Cada columna en la barra de colores tiene tres colores semejantes. Para una mis-
ma columna en la barra de colores, el color de hasta arriba y el de enmedio son si-
milares, pero no idénticos. Y entre el de enmedio y el de hasta abajo, la diferencia es
que, aunque sí son el mismo color, el de hasta abajo tiene un grado de transparencia,
mientras que el de enmedio no.

Pulsador de Grosor. Es un control que funciona como un pulsador o selec-
tor. Es decir, se puede aumentar el grosor de los objetos geométricos y el valor es el
número que aparece al centro del control. Al pulsar el > a su derecha para aumentar
el valor, o bien pulsando el < a su izquierda para disminuirlo. Este control se puede
usar con tres distintos objetivos:

• Para objetos a añadirse: Si el grosor tiene un cierto valor, digamos 5, y se agrega
un nuevo objeto geométrico, el nuevo objeto aparecerá del grosor deseado.

• Para cambiar el grosor de un objeto existente: Es necesario primero seleccionar
un objeto geométrico existente con explorar. Una vez seleccionado el objeto,
se ajusta el grosor y el objeto seleccionado cambiará su grosor. Esto constituye
una forma alternativa a cambiar el grosor de un objeto aparte de la descrita en
el botón Cambiar.

• Para ocultar objetos: Es posible ocultar objetos asignándoles un grosor de cero.
Posteriormente es posible recuperarlos con el botón recuperar, con lo que se le
asigna un valor de 1 al grosor de tales objetos.

Aunque es posible asignarle un grosor 0 a los planos, éstos son los únicos
que nunca dejan de mostrarse.
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El grosor máximo de un objeto es 9 y el mínimo es 0. Un punto con tamaño 0 no
será visible, por lo que el tamaño 0 constituye una forma alterna de ocultar puntos
al igual que con el botón Ocultar. Los puntos agregados como Punto libre o Pun-
to constreñido a un objeto geométrico (descritos en el apartado sobre punto / recta)
siempre muestran su borde circular, aún cuando su grosor sea cero. Si se llega a per-
der un objeto pues su grosor se hizo cero, siempre es posible recuperar el grosor de
todos los objetos gráficos a un mínimo de 1 mediante el botón recuperar.

Se recuerda que los objetos seleccionados mediante la herramienta explorar siem-
pre mostrarán un tamaño o grosor mayor al que realmente tienen, que es un grosor
de selección. Una vez que se des-selecciona el objeto, éste mostrará su grosor real.

Selector de Estilo. Es un botón que alterna entre estilo de línea sólido o
continuo, punteado grueso, o punteado delgado. El estilo se puede aplicar a rectas,
segmentos y círculos. La aplicación del estilo es similar a la del pulsador de grosor,
en el sentido de que el estilo presente puede aplicarse a objetos que recién se van a
añadir, o a objetos ya existentes cuando se tiene un estilo ya elegido y se pulsa con
la herramienta de exploración de objetos sobre algún objeto que permita cambio de
estilo.

Botón de Nombres o Etiquetas. Este botón permite colocar una etiqueta en
puntos, ángulos, o segmentos. También permite colocar subíndices. Es necesario
primero seleccionar el objeto a etiquetar usando explorar. Una vez seleccionado el
objeto, se puede pulsar la caja principal del control, con la que se despliega el te-
clado de ProGeo3D. En él se puede introducir la etiqueta del objeto. Al presionar la
tecla de introducir en el teclado, la etiqueta aparece al lado del objeto geométrico
(o cerca del centro en el caso del segmento). Para introducir subíndices, basta usar
el guión bajo y, posterior a este, el carácter o caracteres que se desea incluir como
subíndice(s).

Cuando se selecciona este botón, permanece seleccionado (con un marco alre-
dedor), lo que indica que puede seguirse usando. Es decir, se pueden pulsar secuen-
cialmente objetos etiquetables para desplegar el teclado y asignarles nombres.

También se le puede dar nombre a curvas, rectas, y demás objetos geométricos,
aunque las etiquetas para ellos no se muestran.

Cuando este botón se pulsa sin tener objetos seleccionados, puede usarse para
introducir el nombre de un objeto ya existente y, tras pulsar aceptar, el objeto que-
dará seleccionado. Ello se detalla en el apartado sobre selección por teclado.

El teclado se puede usar también para indicar a ProGeo3D que se imprima algún
valor intrínseco a un objeto (áreas de triángulos, longitud de segmentos, o valores
de ángulos), como se detalla en el apartado del teclado impresión de valores.

Como también se detalla en el apartado teclado, hay algunas diferencias sutiles
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entre el uso del teclado físico de la computadora y el teclado virtual de la herramien-
ta.

Para mayor información del teclado lanzado al pulsar el botón nombres o el de
subíndices, consulte el apartado sobre el teclado.

Botones de Deshacer / Rehacer. El funcionamiento de Deshacer (flecha iz-
quierda) consiste en deshacer en reversa los últimos elementos añadidos a la cons-
trucción. El botón de Rehacer (flecha derecha) recuperará cualquier objeto de la
construcción previamente deshecho, y en el orden en que fue añadido. Solamente
se deshacen / rehacen adiciones de objetos de la construcción. Es decir, estos boto-
nes no afectan cambios de edición de objetos existentes o edición de las posiciones,
escala, etc. de la construcción misma.

Es importante tener en cuenta que algunos botones de construcción geomé-
trica involucran varios objetos geométricos, de tal suerte que puede ser necesario
pulsar el botón Deshacer más de una vez para eliminar todo rastro de una construc-
ción particular. Por ejemplo, cuando se traza una recta desde cero (es decir, que no
existen previamente los puntos que la van a definir), se crean tres objetos geométri-
cos: el par de puntos que la definen y la recta misma. Si se quisiera deshacer dicha
construcción, sería necesario pulsar el botón Deshacer tres veces. El primer clic en el
botón Deshacer deshace la recta, el segundo clic deshace el segundo punto (donde
se dejó de pulsar al trazar la recta), y el tercer clic deshace el primer punto (donde
se comenzó a pulsar para trazar la recta). Así pues, dependiendo de la construcción
generada y la existencia / ausencia de objetos geométricos previos de objetos que
definen la construcción, puede ser necesario pulsar más de una vez el botón Desha-
cer para completamente quitar la construcción generada.

Cuando se deshace un objeto geométrico, se coloca una marca sobre el botón de
construcción geométrica correspondiente al objeto eliminado en la barra de cons-
tructores geométricos. Dicha marca sobrepuesta consiste en un círculo punteado con
color igual al del objeto geométrico deshecho. Lo mismo aplica para cuando un ob-
jeto es rehecho mediante la herramienta rehacer. En este caso, el círculo que en-
marca adopta el color del objeto rehecho. Digamos que se deshace un objeto tipo

intersección de color azul, el botón de intersección se muestra así: . Tras rehacer

una mediatriz de color amarillo, el botón de mediatriz se muestra así: .

Botones de Cambiar / Ocultar. Estos botones se encuentran en la esquina
inferior derecha de la pantalla, en la misma posición que los botones de Deshacer /
Rehacer. Sólo son visibles cuando el botón cambiar está activo. Su funcionamiento
consiste en deshacer / rehacer cambios realizados en la edición de tamaño, color
o estilo de los mismos, y que fueran hechos mediante el botón Cambiar). El botón
Deshacer deshace uno por uno los cambios hechos con el botón Cambiar, en el or-
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den inverso en que fueron hechos. El botón Rehacer y los recupera en el orden en
que fueron hechos.

Es muy importante notar que estos botones se encargan de deshacer / rehacer
cambios de tipo edición sólo realizados por el botón Cambiar. Si el cambio de color
o tamaño se realizó teniendo seleccionado el objeto geométrico mediante la herra-
mienta explorar, y luego asignándole un tamaño o color nuevo, este tipo de cambio
no sufrirá efecto alguno por los botones estudiados en el presente apartado.

2.5. Controles contenidos en el área de visualización (A. V.)

Estos botones se encuentran dentro del área de visualización, y cumplen varias funcio-
nes tales como la selección y manipulación de objetos geométricos existentes, el arrastre
del plano de construcción, la rotación de espacios tridimensionales y varias otras fun-
ciones. Se encuentran en los márgenes inferior y superior del área de visualización y, en
general, se ven opacos cuando están inactivos y con un trazo fuerte de lo contrario.

2.5.1. Controles superiores del A. V.

Algunos de estos botones tienen funciones asociadas al panel de edición de textos.
Estos son los primeros que se muestran en la parte superior del área de visualización

( ). Se muestran en el área de visualización
con el objeto de agilizar cambios pequeños en construcciones sin necesariamente tener
que activar el panel de edición. La funcionalidad de estos botones se detalla en el apar-
tado correspondiente. Aparte de ellos, hay otros botones en la parte superior del área de
visualización:

Botón de navegación de textos. Consiste en un par de pulsadores
para avanzar o retroceder los textos explicativos de la construcción. La idea de dicho
texto es que cambie dependiendo de los pasos en la construcción, de manera que se
pueda explicar qué se está realizando en cada paso de la construcción.

Es posible navegar los pasos explicativos de una página con este botón. Como
se ve en el apartado sobre presentaciones paso a paso con texto, cada paso tiene in-
formación sobre qué elementos de la construcción se muestran, así como el texto
explicativo que lleva cada paso.

/ Mirar / Editar. Este botón expande la escena en el área de visualización,
dándole precedencia sobre los constructores y las barras superior e inferior. Cuando
se activa la funcionalidad de Mirar, sólo se muestra el área de visualización y sus
controles, ocultando inclusive los controles de edición dentro de la misma. Es útil
para mostrar una construcción geométrica solamente. Cuando la funcionalidad de
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Mirar está activa, el botón de engrane (configuración) se muestra en su lugar en
la esquina superior derecha. Este botón sirve para regresar a la vista tradicional de
Editar.

Al entrar en el modo Mirar, ProGeo3D pasa automáticamente al modo de explo-
ración.

2.5.2. Controles inferiores centrales del A. V. (controles de

manipulación)
Probablemente el grupo más usado es el que se encuentra centrado horizontalmen-

te en la parte inferior del área de visualización. Los botones de este grupo se encargan
de la selección y manipulación de los objetos y el plano (o espacio, según sea el tipo de
visualización) que los contiene. Los botones son:

Arrastrar. Es un botón que, cuando está activado, interpreta los arrastres del
puntero como desplazamientos del punto de vista del observador respecto al espa-
cio o plano en que se trabaja. Así, aunque parece que mueve la construcción com-
pleta, realmente ésta no cambia y lo que se desplaza es sólo el punto de vista del
observador. Resulta útil pues a veces algunos objetos de las construcciones pueden
quedar fuera de la vista original, y el desplazarla permite ubicar qué pasa con ellos.

El desplazamiento en la visualización 3D se hace tomando como base la pan-
talla como la ve el usuario. Así, los desplazamientos en este caso mueven el punto
de vista del observador pero siempre sobre un plano paralelo a la pantalla, de tal
suerte que éstos movimientos dependerán de la perspectiva desde la cual el usuario
observa la construcción.

Explorar. Cuando esta herramienta está activa tiene varias posibles funciones.

• Seleccionar objetos geométricos. Se puede pulsar sobre objetos tales como
puntos libres o constreñidos a curvas y soltar inmediatamente para seleccio-
narlos. Ello resulta útil pues posteriormente se les puede cambiar sus propie-
dades de grosor, color, o bien editar sus etiquetas. Igualmente se pueden se-
leccionar curvas (siempre y cuando ProGeo3D reconozca que pueden ser re-
presentadas algebraicamente por una ecuación), planos, etc. con este procedi-
miento.

Cuando un punto libre o constreñido a una curva está seleccionado, se
muestra también como un aro pequeño, pero de mayor tamaño al que tiene
si no está seleccionado. Cuando está seleccionado un punto tal como intersec-
ción o medio, o cualquiera que no sea móvil libremente, se muestra como el
punto sólido pero de un tamaño ligeramente mayor.

• Mover objetos geométricos. También es posible pulsar sobre, por ejemplo, un
punto libre o constreñido, arrastrar y soltar, con el fin de moverlo de su lugar.
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Es posible, asimismo, cambiar el tamaño de un círculo (o esfera, según sea la
visualización) definida como centro-radio, pulsando en su borde, arrastrando
y soltando. Toda la construcción geométrica se refresca conforme se cambia o
mueve un objeto geométrico.

El arrastre de puntos libres en la visualización 3D se realiza sobre un plano
paralelo a la pantalla y que pasa por donde está el punto originalmente. Así, el
desplazamiento de los puntos libres en el volumen depende de la perspectiva
desde la que se observa la construcción. Para puntos constreñidos a superficies
y curvas, se desplazan sobre su estructura de constricción, pero tratando de
mantenerse cerca del cruce entre ésta y la línea de perspectiva desde la cual se
ve el punto.

• Rotar un espacio 3D. Esta funcionalidad sólo aplica cuando se está en la visua-
lización 3D. Si se pulsa en una parte vacía del área de visualización y se arrastra,
se rotará la dirección desde la cual se observa la construcción. Se puede mejor
entender la rotación hecha de esta manera considerando que hay una esfera
imaginaria centrada en el área de visualización. Al pulsar y arrastrar, se toma
una parte de la esfera y se gira en el sentido del arrastre. Nuevamente, lo que
cambia es la perspectiva desde la cual el usuario observa la construcción, y no
se modifican las posiciones de los objetos geométricos como tal.

• Sólo ver. Si se pulsa una vez más en la herramienta Explorar, el ícono de la
misma se muestra opaco. En esta situación se tiene un modo al que bautiza-
mos como de Sólo ver. Las pulsaciones o arrastres que se hagan no tendrán
mayor efecto que mostrar un apuntador en forma de una flecha grande donde
se pulsa. Esto es útil particularmente en presentaciones, donde el expositor de-
sea que la audiencia vea tal o cual parte de la construcción, pero quiere evitar
accidentalmente modificarla.

En la visualización 3D, aún cuando se esté en modo Sólo ver, pulsar y arras-
trar resulta en una rotación de la perspectiva de visión.

Es importante notar que el apuntador siempre aparece, independientemente
de si se está en el modo Sólo ver o no. Ello se debe a que, en presentaciones,
la audiencia también quiere saber, por ejemplo, qué objeto está moviendo el
expositor.

Es posible seleccionar objetos de otras formas, como por ejemplo usando el
teclado. A veces resulta más ágil seleccionarlos así cuando se cuenta con una
gran gama de objetos del mismo tipo, o cuando el objeto a seleccionar se en-
cuentra inmerso entre muchos otros que estorban. El apartado sobre selección
por teclado contiene más información al respecto.

Algunos objetos geométricos tienen particularidades respecto a su forma de
ser seleccionados. Detallamos algunos:

◦ Rectas y segmentos. Su parte de selección o manipulación es cualquier par-
te de la recta o segmento que no sea los puntos que pudieran definirla.
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◦ Plano por triángulo: Su parte de selección es cualquier parte interior de su
triángulo representativo. Es decir, para seleccionar un plano (sea conven-
cional o complementario), es preciso pulsar dentro del triángulo flanquea-
do por los tres puntos.

Cuando un plano (convencional o complementario) está selecciona-
do, se marca punteado el contorno del triángulo representativo para hacer
más fácil su visualización.

◦ Plano no triangular: Recuérdese que estos son los planos que no están de-
finidos por un triángulo representativo. Por ejemplo, aquellos planos defi-
nidos por una recta y un punto fuera de ella. Este tipo de planos se selec-
ciona pulsando en cualquier parte de él por donde no pasan otros objetos
geométricos.

◦ Curvas: Su parte de selección es cualquier parte de la curva que no con-
siste en puntos representativos de la misma (por ejemplo, para una curva
armónica por 5 puntos, no se debe intentar seleccionar usando los puntos
que la definen, sino la curva misma).

Recordamos que, para el caso de curvas generadas con la herramienta
curva / familia, sólo se pueden seleccionar curvas que ProGeo3D reconoz-
ca internamente como una ecuación algebraica.

◦ Círculo: Su parte de selección es el borde del mismo. En el caso tridimen-
sional (esfera), es el borde punteado de la misma. En el caso de los centro-
radio, el borde también es su parte de manipulación (de ahí se pulsa y
arrastra para controlar el tamaño del círculo o esfera).

Es importante recordar que, cuando se tienen presentaciones paso a paso, el
modo de exploración es una propiedad que se guarda para el paso explicativo
en cuestión. Así, distintos pasos explicativos pueden echar mano de distintos
modos de exploración. Y, de guardarse la construcción en un archivo pg3, dicho
archivo guardará esos datos.

Zoom o Lupa. Es un botón que, cuando está activado, interpreta los arrastres
como aumentos o reducciones en la escala en que se muestra la construcción. Per-
mite, así pues, hacer un acercamiento cuando se pulsa y arrastra hacia arriba. Si es
hacia abajo, se tiene un alejamiento.

Puede usarse tanto en dos como tres dimensiones. El punto donde se pulsa an-
tes de arrastrar es el centro respecto al cual se realiza el cambio de escala.

Al arrastrar se deja una marca en forma de cruz sobre donde se inició la pulsa-
ción (el centro respecto al cual se modifica la escala), con el fin de que el usuario
registre qué tanto ha aumentado o reducido la escala.
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2.5.3. Controles de visualización 2D - 3D del A. V.

Son otro grupo de botones en el área de visualización, también en el margen inferior
de la misma, pero cerca del margen izquierdo. Estos botones tienen que ver con el tipo
de visualización (bidimensional o tridimensional), y el mostrado u ocultado de objetos
auxiliares para la visualización tridimensionl.

/ 2D o x-y vs 3D. Botón que indica si la vista actual de la construcción es
en dos dimensiones o en tres. Al pulsarlo, se pasa al otro tipo de visión y el ícono
del botón cambia. Si se muestra el ícono de dos dimensiones, entonces la vista de
la construcción estará en dos dimensiones (el plano x-y, que se muestra de frente).
Si se muestra el ícono del cubito, entonces la vista de la construcción estará en tres
dimensiones, donde el plano x-y representativo se muestra ligeramente de canto
por defecto.

• 2D. También se le conoce como la visualización x-y. En la visualización bidi-
mensional, el eje y, aunque no se traza explícitamente, estaría representado
por una recta vertical y el x por una horizontal. Este botón sirve para visuali-
zar los objetos de una construcción proyectados a dicho plano cuando se en-
cuentra uno visualizando algún otro plano o volumen. Este plano es el plano
principal sobre el que se pueden usar los botones de la barra de constructores.

• 3D. En la visualización tridimensional se muestra un volumen en el que viven
los objetos de la construcción. Los objetos que previamente pudieran haber
sido agregados en dos dimensiones, al pasar a tres dimensiones, aparecen en
el plano básico x-y que se muestra por defecto centrado verticalmente en el
volumen. Sin embargo, en la visualización tridimensional es posible sacar a
dichos objetos de su plano. Igualmente, se pueden agregar objetos geométricos
en el volumen directamente.

Si se tiene una herramienta de construcción seleccionada, ésta se mantiene selec-
cionada al cambiar de 2D a 3D o viceversa. Si la construcción es de una naturaleza
distinta al pasar entre visualizaciones 2D y 3D, la herramienta seleccionada es la
correspondiente en la nueva visualización (por ejemplo, la mediatriz es una herra-
mienta en 2D, y su contraparte en 3D es el plano mediador). Este comportamiento
es deseable pues es frecuentemente deseable generar objetos geométricos alternan-
do ambas visualizaciones.

Botón Caja. Aparece sólo si la visión tridimensional está encendida. Este botón
despliega o esconde alternadamente la caja que representa el borde de visualización
del espacio tridimensional.

Cabe mencionar que cuando el botón caja está activo, los planos creados por
tres puntos (con la herramienta plano) se visualizan de forma completa. De lo con-
trario, sólo se visualiza el triángulo representativo de dichos planos.
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Adicionalmente, esté la caja desplegada o no, los puntos libres fuera del espacio
de ella se muestran con un contorno punteado, mientras que cuando están dentro
de ella, su contorno es sólido.

Si, por alguna razón, se saca un punto fuera de la caja, hay dos formas de re-
cuperarlo. Una es reduciendo la escala mediante la herramienta lupa hasta que el
punto nuevamente se encuentre dentro de la caja; o bien, moviendo la perspectiva
con la herramienta arrastrar, también hasta que el punto nuevamente yazca dentro
de la caja.

Botón z=0. Aparece sólo si la visión tridimensional está encendida. Este botón
despliega o esconde alternadamente el plano x-y (o, lo que es lo mismo, el plano z=0)
en la visualización tridimensional. En ocasiones es útil tenerlo visible para saber
cuáles puntos están dentro de dicho plano y cuáles no.

Es muy importante tener en mente que este plano es un plano representativo,
cuyo fin es facilitar la ubicación de los objetos geométricos en perspectiva. En este
sentido, no constituye un plano real, como los creados por el botón plano y, por lo
mismo, no cuenta con posibilidad de intersectarse con otro plano, con rectas, etc.

Botón de Líneas al infinito o Líneas largas. Aparece sólo si la visión tridimen-
sional está encendida. Por defecto, las rectas o líneas se trazan sólo en su parte vi-
sible dentro del volumen de construcción. Sin embargo, si este botón está activado,
se traza una extensión de las líneas hacia la profundidad de la pantalla. Ello permite
en ocasiones visualizar mejor puntos de fuga en construcciones en perspectiva. La
extensión de las rectas sólo se hace hacia dentro de la pantalla, y no se extienden en
dirección hacia afuera de la pantalla. Dichas extensiones se muestran punteadas.

Botón de reglados. Aparece sólo si la visión tridimensional está encendida y,
también, sólo si hay alguna familia de rectas o segmentos en la construcción. Per-
mite mostrar u ocultar los objetos que se muestran cuando se pinta una familia con
la herramienta curva / familia.

Cuando se pinta una familia de rectas o segmentos, se pinta la familia como tal,
además de una superficie representativa del trazo dejado por la familia con el mismo
color pero un poco más de transparencia. Así que en realidad son dos objetos los que
se trazan. Este botón proporciona alternadamente las cuatro opciones:

1. Por defecto: si no se ha pulsado en el botón, se muestra sólo la familia de rectas
(o segmentos).

2. Pulsando una vez: la primera vez que se pulsa, se muestra la superficie repre-
sentativa y la familia de rectas.

3. Pulsando dos veces: la segunda vez que se pulsa, sólo se muestra la superficie
representativa sin la familia de rectas.
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4. Pulsando tres veces: la tercera vez que se pulsa, se ocultan tanto la superficie
representativa como la familia de rectas.

Pulsar subsecuentemente cicla entre las cuatro opciones anteriores nuevamen-
te.

El ocultado de ciertas partes de las familias resulta útil sobre todo para mejo-
rar la presentación de una construcción. Por ejemplo, si se requiere sólo entender
la forma, puede mostrarse sólo la superficie. O si esta dificulta la ubicación de las
rectas, puede ocultarse y encenderse el trazado de rectas solamente.

La elección de si se muestra la construcción en 3D, si se muestra la caja, si se muestra
el plano z=0, si se muestran las líneas al infinito, y el estado de mostrado / ocultado
de elementos de familias de rectas o segmentos, y el estado de ocultado mostrado /
ocultado de etiquetas son atributos que se guardan para el paso explicativo en que
se está trabajando. Así, estos atributos se pueden determinar para cada paso expli-
cativo, y son guardados en el archivo .pg3 de la página.

2.5.4. Controles misceláneos del A. V.

El último grupo de botones del área de visualización, también en el margen inferior
de la misma, pero al lado derecho del mismo, tienen que ver con la recarga desde archivo
de una página con una construcción, el mostrado / ocultado de etiquetas o nombres, las
animaciones en las construcciones y el tamaño mostrado del área de visualización de la
construcción propia, así como el despliegue del editor de texto explicativo.

Botón para recargar o recuperar. Este botón recarga la escena en cuestión (la
última versión guardada de la misma) ignorando cualquiere modificación a la cons-
trucción que el usuario haya hecho. Es útil para regresar rápido a la versión original
de la construcción. Adicionalmente, se respeta el paso en que el usuario estaba al
usar dicho botón. Así, este botón permite al lector que ha hecho modificaciones
recuperar la escena en su configuración inicial, y le evita tener que manualmente
regresar al paso en que se quedó. Cuando se pulsa el botón, aparece un diálogo de
confirmación, ya que el usuario puede perder su progreso accidentalmente. Es ne-
cesario confirmar en este diálogo para poder recargar el archivo.

Botón para mostrar u ocultar etiquetas o nombres. Como se menciona en el
apartado sobre el botón Nombres, es posible asignarles nombres o etiquetas a cier-
tos objetos geométricos para mejor identificarlos. Sin embargo, en ocasiones hay
muchos objetos con todo y sus etiquetas. Cuando son demasiadas se llega a saturar
la construcción, por lo que es deseable ocultar todas las etiquetas. Esa es precisa-
mente la función del botón en cuestión, con el que pueden mostrarse solamente los
objetos sin sus respectivos nombres.
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El ocultado de etiquetas es una propiedad que se guarda para el paso explicativo
en que se está trabajando, y también se guarda en el archivo .pg3 cuando se salva la
construcción.

Botón de Animar. Es un botón que lanza la animación de un punto constreñi-
do a una curva. Dicho botón sólo funciona cuando un punto tal está seleccionado
mediante la herramienta explorar.

Cuando un punto constreñido a una recta o curva está seleccionado, éste se pue-
de animar para que recorra diversas posiciones dentro la figura de constricción. Si
hay otros objetos cuya disposición depende de la posición de este punto, el trazo de
éstos se actualiza conforme el punto constreñido se desplaza.

Cabe mencionar que los puntos que se pueden animar son aquellos constreñi-
dos a rectas, segmentos y círculos. Esta funcionalidad no aplica a puntos constreñi-
dos a curvas armónicas.

La animación es particularmente útil cuando se desea observar el comporta-
miento de las figuras geométricas que dependen de la posición de un punto cons-
treñido.

Un ejemplo sencillo para observar esta funcionalidad puede ser construir un
círculo del tipo centro-radio, luego agregar un punto al círculo (de tal forma que el
punto esté constreñido a él), y un segmento que una dicho punto con el centro. Si se
selecciona el punto constreñido al círculo con la herramienta explorar y se pulsa el
botón de Animar, el punto en el borde recorrerá el círculo y el segmento lo seguirá,
mostrando los posibles radios del círculo.

Cuando una animación está en curso, se inactivan algunos botones como el de
deshacer / rehacer, el de nombres, el de grosor y el de colores, así como los construc-
tores geométricos mientras transcurre la animación. Igualmente, la barra horizontal
superior de ProGeo3D se vuelve inaccesible durante la animación. Pero toda la fun-
cionalidad se recupera una vez concluida la animación.

El botón Animar también se puede usar cuando se está dentro de la visuali-
zación 3D y sin objetos seleccionados. En dicho caso, la acción consiste en girar el
espacio 3D de forma constante y lenta para poder ver diferentes perspectivas de la
construcción. Esta animación, conocida como animación de perspectiva, transcurre
indefinidamente, pero puede detenerse simplemente pulsando en cualquier parte
de la pantalla de construcción Adicionalmente, mientras transcurre la animación
de perspectiva, aparece en el lugar del botón Animar un botón de pausa, con el que
también se puede detener dicha animación. Si la casilla de verificación z en el pa-
nel de edición de textos se encuentra sin marca, la animación de perspectiva se hará
respecto a un eje que es prácticamente vertical en la pantalla, y que coincide con el
eje z si no se ha alterado la perspectiva tras generar una nueva escena. Si la casilla
está marcada, la animación se hará alrededor del eje z real de la construcción (aquél
que sería perpendicular al plano x-y representativo), y dependerá de la perspectiva
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en que se encuentre la construcción. Al detener una animación de perspectiva, se
conserva la perspectiva final alcanzada.

Botón de Rastros. Este botón sirve para encender la funcionalidad de Rastros.
Cuando dicha funcionalidad está inactiva se muestra de color gris, y cuando está
activa se muestra de color azul.

Cuando está activo, se puede hacer clic en un objeto geométrico (punto, recta,
segmento, o círculo en 2D). Posteriormente, se selecciona un punto del que depen-
da dicho objeto. Al arrastrar dicho punto, el objeto geométrico deja un rastro de su
mismo color, y con un poco de transparencia.

Si el punto a arrastrar además está constreñido a algún otro objeto geométrico,
también es posible pulsar en el botón animar. De esta forma, el punto viaja sobre su
constricción dejando el rastro.

Para borrar el rastro, basta pulsar en el mismo botón Rastros nuevamente. Pa-
ra desactivar la funcionalidad de rastros, basta pulsar en cualquier herramienta de
los controles inferiores centrales del área de visualización, o bien en cualquier botón
de los constructores. También se desactiva la funcionalidad si se pulsa en cualquier
botón de la barra inferior excepto los controles de color. Al desactivarse los rastros,
automáticamente se borran todos los rastros presentes.

La utilidad de los rastros es que se pueden usar para ilustrar la creación de fa-
milias y curvas. Aunque los círculos en 2D no pueden generar familias, sí pueden
mostrar rastros.

/ Botón de Reducir / Ampliar. Este botón alterna entre una vista extendida
o compacta del área de visualización o construcción.

En la versión contraida o compacta, el área de visualización abarca la mitad (iz-
quierda o derecha), o la mitad (superior o inferior), o bien una cuarta parte de la
pantalla de ProGeo3D, dependiendo de la elección usada de los botones de distribu-
ción texto - construcción. Los botones de los constructores geométricos se muestran
en su versión minimalista y en una sola columna. El lado sobrante de la pantalla
muestra ahora el texto explicativo del paso de la construcción en cuestión.

En la versión extendida, el área de construcción abarca horizontalmente toda la
pantalla de ProGeo3D. Los botones de los constructores geométricos se muestran en
su tamaño grande y en dos columnas. En este caso, el texto explicativo no es visible.

2.6. Miscelánea sobre la exploración y selección de objetos

Este apartado se encuentra muy relacionado con la funcionalidad de la herramienta
explorar, y algunos aspectos de dicha funcionalidad se repiten aquí intencionalmente. Se
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pretende que las particularidades de toda esta funcionalidad, que en ocasiones pueden
pasarse por alto, queden lo más claras posibles al visitar esta sección.

Apuntador: Siempre que se pulsa, ya sea para seleccionar o mover objetos, o cuan-
do se pulsa en partes vacías del área de visualización, aparece una flecha temporal-
mente que indica dónde se está pulsando. El objeto de la misma es que, cuando está
dándose una presentación mediante un dispositivo móvil, los espectadores no ne-
cesariamente saben sobre qué objeto está pulsando el presentador. Esta flecha sirve
como un apuntador.

También se muestra la flecha en el modo Sólo ver. Se recuerda que este modo
presenta la única diferencia que si se pulsa sobre un objeto geométrico (por ejem-
plo, un punto), y se arrastra estando en este modo, el objeto no cambiará posición o
dimensión, de tal forma que este modo impide la edición accidental de la construc-
ción cuando se hace una presentación.

Selección de objetos geométricos: Es posible si la funcionalidad explorar se en-
cuentra activada. Basta pulsar en el objeto en cuestión (por ejemplo, un punto, seg-
mento, recta, o curva que permita selección). Con ello, quedará resaltado el objeto
geométrico y disponible para edición (color, grosor, e inclusive nombre y subíndice
en el caso de los puntos).

Arrastre de objetos geométricos: Se logra si la funcionalidad explorar está encendi-
da. Se logra pulsando y arrastrando sobre puntos libres o constreñidos, o en el caso
particular de círculos centro-radio, sobre el borde del círculo.

Al pulsar y arrastrar, los puntos siguen la ubicación donde se está pulsando, ac-
tualizando su posición.

Hay algunas particularidades cuando se encuentra en la visualización en 3D.

• Este funcionamiento se aplica a puntos libres. Al pulsar sobre un punto, tam-
bién se puede arrastrar. Su movimiento será a lo largo del plano paralelo a la
pantalla y que pasa por la posición original del punto antes de ser arrastrado.
Así pues, si uno por ejemplo desea alterar la posición de un punto posicionán-
dolo en un plano de profundidad mayor, primero hay que rotar el espacio de
tal forma que se encuentre viendo el plano de profundidad del punto, y luego
desplazarlo.

• Existe una especie de imán hacia el plano básico en la visualización x-y (o bien,
z=0). Ello es por diseño ya que en ocasiones se desea que un punto yazca to-
talmente en dicho plano, y lograrlo manualmente es prácticamente imposible.
De tal forma que si el usuario mueve un punto, y se acerca mucho al plano x-y,
el punto se colocará sobre el plano (como si fuera atraído por él). Siempre se
puede alejar lo suficiente, con lo que se separará del plano. A esta funcionali-
dad también se le conoce como un snap.
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• Es posible pulsar en cualquier parte del espacio donde no se encuentren ob-
jetos seleccionables y arrastrar. Con ello rotará el espacio para poder visitar
distintas perspectivas. Y el apuntador también está visible en este caso.

Rotaciones en la visualización 3D: Cuando el usuario visualiza el espacio tridimen-
sional, puede pulsar y arrastrar en alguna parte vacía del área de visualización. El
arrastre se traduce en una rotación del espacio para cambiar la perspectiva desde la
cual se observa la construcción.

Se puede considerar una esfera imaginaria que rodea el volumen de construc-
ción visible. Al pulsar y arrastrar se toma una parte de esa esfera y esta gira, como si
estuviera anclada por su centro, siguiendo los movimientos del mouse. Es así como
funcionan los cambios de perspectiva al pulsar y arrastrar sobre el espacio.

Es preciso recordar que si pulsa sobre un plano existente, el resultado será selec-
cionar dicho plano y la rotación no tendrá lugar. Por ello es preciso pulsar en alguna
parte vacía del espacio para luego arrastrar y, así, lograr la rotación.

2.7. El teclado de nomenclatura

El Teclado es una herramienta que muestra un teclado cómodo sobre la pantalla para
introducción de nombres de puntos, e incluso para realizar cálculos numéricos. Es parti-
cularmente útil cuando se usa ProGeo3D en dispositivos móviles, dado que la calculadora
nativa de muchos dispositivos suele ocupar mucha pantalla y ocultar (o hacer muy pe-
queñas) las partes importantes de las construcciones para nuestro caso.

2.7.1. Asignación de nombres o etiquetas

El teclado se lanza con el botón de nombres para etiquetas de índices o subíndices. Es
posible introducir texto con este teclado (que llamaremos el teclado virtual), y también es
posible introducir texto mediante el teclado físico al tener la herramienta nombres (ya sea
para nombres de objetos, o bien subíndices) activa. Si se introduce información mediante
el teclado físico, ésta sólo se ve reflejada hasta oprimir la tecla INTRO. Por el contrario, si se
usa el teclado virtual, los cambios se observan conforme se hace cualquier modificación
del texto.

Este teclado es similar al mostrado en la figura 3.1.1, correspondiente al panel de edi-
ción de textos. Tiene cuatro capas, que se pueden visitar con los botones de bloque de
mayúsculas y botón de teclado alterno (⟲) ubicados en su margen izquierdo. El botón
de teclado alterno cambia entre alfanumérico y griego. Las capas, que se muestran en el
mismo orden en la Figura 2.7.1.2, consisten en:

Capa 1: Teclado alfanumérico tradicional, con letras en mayúsculas. Incluye aún
más símbolos matemáticos, su teclado numérico y flechas de navegación y borra-
do de la entrada de texto.
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Capa 2: Teclado alfanumérico tradicional, con letras en minúsculas. Incluye su te-
clado numérico con otros símbolos aritméticos. En la esquina inferior izquierda de
este teclado, al lado del boton de MAYÚSCULAS, se encuentra el guion bajo, nece-
sario para introducir subíndices.

Capa 3: Teclado con letras griegas en mayúsculas. Incluye un teclado numérico, sím-
bolos de algunas operaciones aritméticas y algunos símbolos matemáticos.

Capa 4: Teclado con letras griegas en minúsculas. Incluye una mayor variedad de
símbolos matemáticos, y su teclado numérico con otros símbolos aritméticos.

En la Figura 2.7.1.1 se muestra una imagen del teclado lanzado sobre una construc-
ción.

Figura 2.7.1.1: Visualización de la herramienta Teclado cuando se lanza.

Para cada capa del teclado cambian también los símbolos, por lo que se proporcionan
imágenes de los mismos:
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Figura 2.7.1.2: Las cuatro capas del teclado.

La capa mostrada puede variar al abrir el teclado, dependiendo del objeto que se tiene
seleccionado. Por ejemplo, al abrirlo teniendo seleccionado un punto, triángulo o plano,
círculo, o curva, se abre el alfanumérico en mayúsculas, pero si se tiene seleccionada una
recta, el teclado mostrado es el alfanumérico en minúsculas. Por otra parte, si se tiene un
ángulo seleccionado, el teclado mostrado es el griego en minúsculas. Igualmente, si se tie-
ne abierto el teclado y se selecciona un objeto geométrico determinado, la capa mostrada
cambia automáticamente siguiendo las reglas antes mencionadas. Esta funcionalidad es
intencional, y busca facilitar al usuario el uso del teclado según la convención de etique-
tado propia de ProGeo3D.

2.7.2. Selección por teclado

Más allá de la funcionalidad del teclado de asignar nombres y subíndices a puntos
geométricos, otra funcionalidad muy útil del teclado es poder seleccionar elementos exis-
tentes por nombre. Esta funcionalidad queda más clara mediante un ejemplo:

1. Considere que tiene tres puntos agregados y enumerados A, B y C.

2. Presione en un lugar vacío del área de visualización para asegurarse que cualquier
objeto que pudiera haber estado seleccionado se encuentra ahora sin selección.

3. Pulse en el botón nombres para introducir texto como si fuera una etiqueta.

4. Introduzca la letra B y presione la tecla ENTER en el teclado para aceptar y cerrar-
lo. Observe que el punto B está ahora seleccionado. Es posible que el teclado no
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aparezca al pulsar en nombres. Pero sigue siendo posible introducir el nombre de la
etiqueta mediante el teclado físico.

Esta funcionalidad es útil en dos sentidos:

Permite hacer selecciones de un punto cuando en la construcción hay una gran can-
tidad de puntos que, adicionalmente, pueden estar encimados unos con otros. Tra-
tar de manualmente seleccionar uno bajo esta situación puede resultar difícil.

Permite hacer selecciones de puntos cuando la visualización no es la del plano x-y,
sino la de 3D, donde puede resultar difícil hacer selecciones manuales.

Si se desea seleccionar un objeto cuya etiqueta incluye subíndices, es preciso introdu-
cir con el teclado el nombre completo (con todo y subíndice) para que el objeto quede
seleccionado.

2.7.3. Impresión de valores numéricos

El teclado tiene aún otra funcionalidad: la impresión de valores de longitud, superficie,
y ángulos de objetos geométricos.

Áreas. El área de un triángulo (creado con la herramienta plano) se imprime si den-
tro de su etiqueta se incluye el texto <S> (de superficie). Así, si se incluye como eti-
queta Área=<S>, en ProGeo3D aparecerá, cerca del baricentro del triángulo, Área=
seguido del valor en unidades cuadradas del área del triángulo.

Ángulos. Si se incluye el texto <A> (de ángulo) dentro de una etiqueta correspon-
diente a un ángulo, ProGeo imprimirá en su lugar el valor del ángulo en grados.

Longitudes. Si un segmento tiene una etiqueta que contiene el texto <L> (de longitud)
en su etiqueta, ProGeo3D lo sustituirá por la longitud del segmento.

Hay diferencias sutiles entre el uso del teclado virtual de la herramienta y el teclado
físico del ordenador:

Teclado físico: Es posible también usar el teclado físico de la computadora e intro-
ducir así la etiqueta, o con él seleccionar objetos etiquetados. Pero es preciso usar
la tecla INTRO del teclado físico para aceptar los cambios. Por ejemplo, si se está
etiquetando un objeto, no aparece la etiqueta sino hasta que se pulsa INTRO. Y si se
está seleccionando un objeto etiquetado, no se seleccionará sino hasta que se pulsa
INTRO.

Teclado virtual: Alternativamente, si se opta por usar el teclado virtual de la herra-
mienta, los cambios se manifiestan conforme se van introduciendo caracteres. Por
ejemplo, si se está etiquetando un objeto, los caracteres aparecen en la etiqueta con-
forme se van introduciendo. Y si se está tratando de seleccionar un objeto etique-
tado, en el momento en que se detecta la coincidencia con un objeto, éste queda
seleccionado sin ser necesario usar la herramienta de introducir del teclado virtual.
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3
Presentaciones paso a paso con sus textos

ProGeo3D está diseñado para que los archivos generados con él (archivos con exten-
sión pg3) funcionen como páginas individuales que incluyen construcciones geométricas
con todo y explicaciones. Éstos pueden inclusive formar parte de un proyecto más grande
en forma de libro de texto interactivo. Esta sección se encarga de ver cómo incluir el texto
explicativo que acompaña a la construcción geométrica.

La práctica recomendada es primero planear la construcción completa, y guardarla
una vez terminada. Posteriormente se recomienda cargarla nuevamente para comenzar a
agregar los textos explicativos.

Para acceder al modo de presentaciones, es preciso hacer clic en el botón reducir. Al
hacerlo, el área de visualización de la construcción ocupa sólo una porción del área cen-
tral, y los constructores adoptan un tamaño menor con el objeto de no estorbar. La por-
ción ocupada por el área de visualización se guarda. Por defecto, es la mitad derecha, de-
jando el panel de texto en la mitad izquierda.

Se recuerda que se puede usar el botón ampliar (que es el mismo que el reducir) para
regresar a la vista sin modo de presentación. Al regresar a la versión amplia no se pierde
texto alguno que haya sido introducido como explicación. Solamente se oculta de mo-
mento para enfocarse en la construcción como tal.

El panel de texto se muestra por defecto con un texto 1.-Explicación. Y en la esquina

superior derecha de dicho panel hay un ícono con figura de lápiz ( ), que sirve para
desplegar el panel en su modo de edición.

3.1. Los controles asociados al panel de edición

La primera imagen en la Figura 3.1.1 muestra el panel de edición de textos. En el centro
de este panel aparece un área grande vacía donde se despliega el texto introducido. La
imagen a la derecha en dicha figura muestra el panel en modo de edición, tras pulsar el
ícono de lápiz.

61
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Figura 3.1.1: El panel de edición de texto explicativo de ProGeo3D en sus dos modos.

En el modo de edición se muestra un teclado superior muy similar al teclado usado
para nombrar objetos geométricos. No obstante, hay algunas diferencias importantes a
considerar:

El teclado de texto explicativo muestra en la esquina inferior izquierda, cuando está
en la capa alfanumérica en minúsculas, un botón de diagonal invertida (backslash),
mientras que el teclado de nombres muestra en dicha posición un guion bajo. La
diagonal invertida se requiere para asociar formatos adicionales al texto, así como
para introducir texto matemático, como se verá adelante. Es por eso que este teclado
incluye dicho carácter.

El botón de retorno del teclado de texto explicativo tiene la función de hacer saltos
de línea, mientras que dicho botón en el teclado de nombres no cumple función
especial alguna.

En la parte superior de este panel se muestra el nombre del archivo .pg3 de guardado
de datos. El nombre por defecto, si no se ha guardado nada, es sin_nombre.pg3. Si corres-
ponde a algún archivo ya guardado o abierto, el nombre mostrado es el de dicho archivo.
Para cerrar el modo de edición del panel de textos, basta pulsar en la tecla de cruz (o ta-
che) de color rojo en la esquina superior derecha, con lo que se aceptan los cambios y se
regresa al panel de textos fuera del modo de edición. En este panel se muestra el texto ya
como se ha de ver al presentarlo como un paso explicativo en una construcción.

Cuando el panel de textos se encuentra fuera del modo de edición, los botones en el
margen superior del área de visualización se encuentran activos:

Eliminar paso. Este botón elimina completamente el paso explicativo que se
encuentra actualmente elegido. Si sólo hay un paso, este botón se encuentra desac-
tivado.
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Añadir paso anterior. Este botón permite introducir un paso de explicación
justo antes del que se está editando actualmente.

Añadir paso al final. Este botón permite añadir un paso de explicación al final
de todos los pasos existentes de la explicación.

Controles de paso del texto. Con estos controles se le
indica a ProGeo3D de qué paso, del total de pasos disponibles, se debe mostrar el
texto y configuración de la construcción correspondientes. Ver: determina hasta qué
objeto de la construcción se debe mostrar. El paso se controla con las flechas iz-
quierda y derecha que se encuentran a la derecha de la palabra Paso:. En este ejem-
plo, se estaría indicando que se muestre el tercer paso (de 3 disponibles), en que se
muestra hasta el octavo objeto geométrico de la construcción. Los subsecuentes (de
haberlos) no se mostrarán en este paso.

Un recordatorio importante: hay atributos que son dependientes del paso ex-
plicativo en que se está. La elección de si se muestra la construcción en 3D, si se
muestra la caja, si se muestra el plano z=0, si se muestran las líneas al infinito, el
mostrado / ocultado de elementos de familias de rectas o segmentos, y el mostrado /
ocultado de etiquetas, son atributos que se guardan para el paso explicativo en que
se está trabajando. Así, estos atributos se pueden determinar para cada paso expli-
cativo, y dicha información se salva en el archivo .pg3 de la página. Así, por ejemplo,
cuando se oculta un color por medio de la paleta de colores, sólo estará oculto pa-
ra el paso en cuestión. Al estar en un determinado paso con ciertos atributos, si se
agrega un nuevo paso, éste heredará los atributos.

Como se observa en la imagen derecha en la Figura 3.1.1, la ventana del texto como tal
se encuentra en la parte central del panel de textos, cuando éste se encuentra en el modo
de edición.

En el margen inferior del panel de textos en el modo de edición se muestran varios
botones:

Casilla expl. Es una casilla de verificación que determina, para un paso ex-
plicativo dado, si la herramienta explorar permite editar la construcción geométrica
o si solamente permite el modo sólo ver. Por defecto, los pasos nuevos comienzan
con la casilla expl marcada.

Si para un paso guardado la casilla está marcada, los objetos de la construcción
se pueden mover. Note que el ícono de la herramienta explorar (el de la flecha) se
encuentra encendido. Es decir, los elementos móviles de la construcción se pueden
desplazar pulsando y arrastrando.
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Por oto lado, si para un paso dado la casilla se encuentra desmarcada, entonces
la construcción estará en modo sólo ver. Recordamos que en 2D esto significa que
donde se pulse sólo se presentará el apuntador pero no se podrán mover los ele-
mentos móviles. Tampoco será posible seleccionar objetos. Note que, en esta con-
figuración, el ícono de la herramienta explorar se encuentra apagado (opaco). En
3D este modo permite, además de apuntar objetos donde se pulsa, rotar el espacio
tridimensional, pero al igual que en 2D, no permite seleccionar objetos ni despla-
zarlos.

El tener la casilla expl sin marca es especialmente útil al visualizar la página de
construcción como parte de una presentación de construcciones (por ejemplo, co-
mo en una lección). En dicho caso, cuando se entre a un paso con estado de sólo ver,
el usuario podrá pulsar en la pantalla pero no podrá modificar la construcción.

Botones distribución texto - construc-
ción. Ocho botones con los que se indica dónde se mostrará el texto y dónde el área
de visualización de la construcción.

Por ejemplo, si se desea que la construcción geométrica abarque el cuarto de
pantalla superior derecho, habría que pulsar el sexto botón. Como se verá más ade-
lante en el apartado de separación de texto, en los casos en que la construcción geo-
métrica no ocupa la mitad derecha o izquierda completa, es posible introducir el
texto explicativo en dos columnas.

La elección de una alineación determinada es una propiedad del paso en cues-
tión. Es decir, cada paso distinto en una explicación puede tener distintas alineacio-
nes.

Control para animar alrededor del eje z. Si esta casilla está marcada, la ani-
mación de perspectiva en 3D se hace alrededor del eje z real de la construcción, y
dependerá de hacia donde apunte dicho eje tras posibles cambios de perspectiva
del usuario. De estar vacía la casilla, la rotación se hace alrededor de un eje imagi-
nario vertical en la pantalla del usuario. Ambos ejes coinciden solamente si no se
han hecho cambios en la perspectiva en la vista 3D.

El marcado de esta casilla es también una propiedad del paso en cuestión.

Control de tipo de animación de perspectiva. Este control es una casilla
de verificación que, de estar marcada, hace que la animación de perspectiva en 3D
arranque automáticamente cuando el lector entra en el paso en cuestión. De estar
vacía, la animación de perspectiva no arranca automáticamente.

El marcado de esta casilla es también una propiedad del paso en cuestión.

Recuérdese que, el ocultado de objetos mediante el ocultado de un color en los botones
de la barra de colores, es función del paso para el que dicho cambio se aplica.



3.2 Introducción de explicaciones con texto enriquecido 65

Es importante tener en mente que el aceptar una edición de texto no implica que la
página quede guardada. Es necesario usar la funcionalidad Guardar para que este cambio
quede permanente guardado en archivo.

También se recuerda que en ocasiones puede ser práctico editar estos textos directa-
mente en el archivo de guardado. Esto se aborda en el apartado sobre el bloque PASOS de
los archivos de aplicación.

3.2. Introducción de explicaciones con texto enriquecido

El texto introducido en el panel se muestra automáticamente justificado una vez se
aceptan los cambios y se cierra el editor. Adicionalmente, se puede echar mano de cierta
funcionalidad tipo L ATE X para dar una mejor edición al texto. Por ejemplo, al introducir
\${\b{A}} se indica que el argumento dentro de \b{} habrá de escribirse en negritas. Por
otra parte, se indica que deberá entenderse como fórmula matemática lo que esté dentro
del argumento \${}.

En la figura 3.2.1 se muestra un ejemplo de cómo se puede escribir una explicación
usando texto rico (izquierda) y cómo se ve una vez implementado (derecha).

Figura 3.2.1: Ejemplo de introducción e implementación de texto rico.

Note que es posible usar los símbolos del teclado también como texto dentro de fór-
mulas matemáticas (es decir, como argumentos de \${}).

Las opciones de edición de texto son:

Control de color:

• \<nombre del color>{}: En lugar de <nombre del color> se debe incluir en MA-
YÚSCULAS el nombre del color en cuestión. Puede consultar detalles en la lista
de nombres de colores. Por ejemplo, \TURQUESA{hola}.

Sólo es posible usar colores que en su nombre no involucran un guión bajo.
Por lo mismo, los colores AMARILLO_OSCURO, GRIS_DESCARTES, y AZUL_DESCARTES
no pueden usarse en este tipo de edición de texto. No obstante, puede usar los
atajos GRIS y AZUL para estos dos últimos colores, respectivamente.

• Color en hex: Con esta instrucción se le puede indicar el código hexadecimal de
color para un bloque de texto. Por ejemplo, \color{FF0000}{hola} imprimirá
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la palabra hola de color rojo, ya que el código del color rojo puro en hex es
FF0000.

\b{}: Se refiere a bold o negritas.

\i{}: Se refiere a itálicas.

\c{}: Se refiere a texto centrado. Cuando se introduce un texto centrado, se agre-
ga automáticamente una línea en blanco debajo del mismo debido a que suele ser
usado para títulos.

\${}: Dentro de las llaves van fórmula matemáticas. Las opciones relacionadas con
las fórmulas matemáticas son:

• Superíndice: Se logra usando el acento circunflejo ( ˆ ). Por ejemplo, al intro-
ducir \${A�{BC}} y aceptar el cambio en el editor de texto, se imprime ABC .
Note que es posible poner varios caracteres en el superíndice. Siempre que se
desee agrupar varios argumentos, ello se logra flanqueándolos entre llaves ( {
y } ). Si no se agrupan, el superíndice sólo aplicará al carácter inmediatamente
siguiente al acento circunflejo.

• Subíndice: Se logra usando el guión bajo ( _ ). Si se introduce \${A_{BC}} y
aceptar el cambio en el editor de texto, se imprime ABC . Como puede notar, el
funcionamiento es idéntico que el de superíndice, con la salvedad de la posi-
ción en que coloca al argumento. Si no se agrupan entre llaves el argumento
del subíndice, el subíndice sólo aplicará al carácter inmediatamente posterior
al guión bajo.

• Fracciones: Es posible introducir fracciones. Por ejemplo, \${\frac{a}{b}} se
mostrará como a

b . Es posible anidar una fracción dentro de otra. Por ejemplo,
\${\frac{a}{1+\frac{b}{c}}} genera a

1+ b
c

.

• Raíces: Es posible introducir raíces que incluyen índice de la raíz y el radicando,
como en el siguiente ejemplo: \${\sqrt{mn}{m+n}}. En el texto de la página,
este ejemplo se traduce en mn

p
m +n. Si se desea que no se muestre el índice

(como en el caso de raíces cuadradas), basta dejar vacío el texto entre el primer
par de llaves. Así, \${\sqrt{}{m+n}} genera

p
m +n.

• Integrales: Para introducir una integral se usa el código \int{}{}{} dentro de
la fórmula matemática. En las primeras llaves va el límite inferior de la integral,
en las segundas, el límite superior, y en las terceras, el integrando con todo y su
diferencial. Por ejemplo, \${\int{a}{b}{x∧2 dx}}muestra

∫ b
a x2d x. En caso

de no incluirse límites de integración, basta dejar vacío el interior del primer y
segundo pares de llaves.

• Sumas: Para introducir una suma es preciso incluir el código \sum{}{}{} den-
tro de la fórmula matemática. Dentro de las primeras llaves va el valor inicial
del índice de la suma, dentro de las segundas el valor máximo, y dentro de la
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terceras el argumento de la suma. Por ejemplo, para lograr
n∑

i=1
i 2 habría que in-

troducir \${\sum{i=1}{n}{i∧2}}. En caso que no se requiera especificar los
límites de la suma, se dejan vacíos el primero y segundo pares de llaves.

• Productos: Su comportamiento es muy similar al de sumas e integrales. Debe
introducirse el código \prod{}{}{} dentro de la fórmula matemática. Dentro
de las primeras llaves va el valor inicial del índice del producto, dentro de las
segundas el valor máximo, y dentro de la terceras el argumento del producto.

Por ejemplo, si se introduce \${\prod{i=1}{n}{i}=n!}, se logra
n∏

i=1
i = n!. En

caso que no se requiera especificar los límites del producto, se dejan vacíos el
primero y segundo pares de llaves.

3.3. Separación del texto en columnas

En el apartado sobre los botones de distribución texto - construcción se menciona que
el texto de un determinado paso se puede repartir en columnas, e inclusive puede incluir
una construcción.

El texto introducido incluye sus saltos de línea a manera de INTROs. Sin embargo, para
indicar que se desea que el texto siguiente vaya en otra columna, es necesario introducir
un comando \\lado2 (o, alternativamente, \\page2) antes del texto que habrá de ir en
la segunda columna. Este comando no se imprimirá, pero moverá el texto a la segunda
columna.

Por ejemplo, suponga que se introduce:

Este texto va a la izquierda.

\\lado2 Y éste va a la derecha.

Esto hará que el texto Este texto va a la izquierda aparezca en la primera columna, mien-
tras que el texto Y éste va a la derecha aparezca en la segunda columna. Note que hay un
espacio entre \\lado2 y el texto que le sigue, con el fin de que se entienda que \\lado2 es
un comando y no texto a imprimirse.

Note que este comando sólo tiene sentido si la distribución texto - construcción dispo-
ne de dos columnas. Por ejemplo, en una distribución donde el texto sólo va a la izquierda
y el panel derecho está completamente reservado para la construcción, ambas líneas que-
darán en el panel izquierdo separadas sólo por los saltos de línea indicados. En dicho caso,
el comando \\lado2 no tiene sentido y debe evitarse.

En los casos en que la construcción queda en una cuarta parte de la pantalla, el usua-
rio debe procurar separar el texto en columnas de tal forma que todo el texto se muestre
correctamente. Por ejemplo, si la disposición es que el panel izquierdo lleve puro texto, y
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que el panel derecho lleve una mitad como la construcción y la otra como texto, el usuario
deberá introducir el comando \\lado2 apropiadamente para lograrlo. Alrededor de dos
terceras partes del texto habrán de quedar antes del comando y la última tercera parte
después de él.

Se sugiere al usuario revisar el contenido de algunas de las páginas pg3 proporcio-
nadas como archivos en el zip de instalación, mismo que se discute en el Capítulo 5. Se
recomienda que se revisen en un editor de texto como Notepad++ para familiarizarse con
el comportamiento.

3.4. El modo Tutorial

Ahora que ya se está más familiarizado con las presentaciones paso a paso, podemos
ver el modo tutorial, en el que se despliegan distintos tutoriales sobre ProGeo3D en forma
similar a este tipo de presentaciones.

Para acceder a este modo es preciso primero pulsar el botón tutorial, con lo que se
abre el panel del tutorial. Una vez que se selecciona un tutorial en la lista de este panel, se
encuentra uno en el modo mencionado.

La idea de estos tutoriales es presentar al usuario los constructores fundamentales tan-
to de la geometría de incidencia como de la euclidiana, y que se observe cómo los más
complicados van echando mano de los más sencillos para lograr su construcción. Adi-
cionalmente, también proporcionan al usuario información importante para que pueda
profundizar un poco más en las propiedades de cada geometría.

Algunos botones en la barra horizontal superior cambian en este modo. Se siguen con-
servando en su lugar los botones del fondo o modo de visualización, tutorial, y el título
(aunque éste no es editable en el modo tutorial). No obstante, hay algunos otros que apa-
recen sólo en este modo.

Control para avanzar o retroceder unidades del tutorial: Este
control muestra en cuál de las unidades se encuentra (8 en el ejemplo) y el total
de unidades (18 en el ejemplo). El usuario puede pulsar en las dobles flechas para
avanzar o retroceder una unidad completa.

Control para avanzar o retroceder páginas dentro de un tutorial:
Una vez en un tutorial, este control permite avanzar o retroceder un paso en la ex-
plicación según la flechas que se pulse. Adicionalmente, incluye la información de
en qué paso se encuentra (en el ejemplo es 3) y del número total de pasos (en el
ejemplo es 9) del tutorial en cuestión.

Márgenes izquierdo y derecho. El margen izquierdo tiene una flecha hacia la iz-
quierda en su centro. El derecho tiene una hacia la derecha. La función de estos
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márgenes es, al igual que los controles recién mencionados, avanzar o retroceder
paso a paso. La diferencia fundamental con los recién mencionados es que, para
estos últimos, si se pulsa hacia adelante en el último paso de un tutorial, automá-
ticamente se avanza al primer paso del tutorial siguiente (de existir); y si se pulsa
hacia atrás en el primer paso de un tutorial, automáticamente se retrocede al últi-
mo paso del tutorial anterior (de existir). Esta funcionalidad no está presente en los
controles numerados en el margen superior del panel del tutoriales.

Botón para imprimir una construcción: Al pulsar este botón, se prepara la
construcción para ser impresa. En esta preparación, la construcción aparece dentro
de un recuadro central. Lo que se ve en dicho recuadro es lo que se puede guardar
como una imagen png. En la Figura 3.4.1 se muestra la disposición para el guardado
de una imagen.

Debajo del recuadro aparece un botón con la leyenda png y el ícono de des-
carga. Si se pulsa dicho botón, se lanza un diálogo para el salvado de la imagen. Se
recuerda que, de estar usando ProGeo3D en navegador, el diálogo sólo se muestra
si dicho navegador está configurado para preguntar al usuario la carpeta de guarda-
do. Adicionalmente, también se presenta un botón con ícono de descarga y leyenda
pg3, para descargar la construcción como archivo pg3. Este botón tiene la misma
función que el botón de guardar en la barra superior, y se incluye aquí para facilitar
el guardado en el usuario también cuando se está en el panel de descarga de imagen.

Figura 3.4.1: Preparación para el guardado de imagen.

El guardado de imágenes de construcciones es muy útil en la generación de li-
bros.
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Para salir de este modo de impresión, basta pulsar en el botón de impresión de
construcción.

En la esquina superior derecha está el botón de engrane para edición. Como se está
en una presentación, al pulsarlo se pasa del modo de visualización o presentación paso
a paso al modo de edición de la misma. Es decir, se despliega el panel de edición con su
botón de lápiz para la edición de texto.

Recuérdese que si se quiere expandir la escena y ocultar momentáneamente el modo
de edición, basta pulsar en el botón ampliar en la esquina inferior derecha del área de
visualización.
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4
Guardado y recuperación de archivos

Cuando se tiene una construcción geométrica, ésta se puede guardar usando el botón
Guardar en la barra horizontal superior de ProGeo3D. Este botón lanza una ventana para
especificar el nombre del archivo en que se guardará. Los archivos de guardado son archi-
vos de texto con extensión .pg3 y en codificación UTF-8 (de preferencia sin BOM). Exis-
ten herramientas gratuitas como https://notepad-plus-plus.org/ con las que se pueden
guardar los archivos con esta codificación y permiten una presentación más legible de los
documentos. Se recomienda ampliamente usar este programa debido a que muestra los
saltos de línea pertinentes, y bajo esa codificación no introduce caracteres que pudieran
dañar la información de la construcción, cosa que en algunas ocasiones el bloc de notas
común y corriente no respeta.

Si se intenta guardar una construcción nueva con un título dado por el usuario, Pro-
Geo3D usa el mismo título de la escena como nombre sugerido del archivo de guardado.
No obstante, reemplaza automáticamente caracteres que pueden resultar deletéreos para
la lectura del archivo. Por ejemplo, cambia espacios (y caracteres tales como diagonales y
otros) por guiones bajos, elimina acentos en vocales, elimina las diéresis en las letras i e
u, y cambia las ñ por n. Sin embargo, se sugiere al usuario corroborar que el nombre del
archivo no tenga caracteres usualmente no soportados para así garantizar el guardado y
lectura correcta de información.

4.1. Los archivos de construcción

Los archivos de construcción son aquellos que guardan las configuraciones de una
construcción como tal (los objetos geométricos y sus atributos, su disposición, la pers-
pectiva, etc.), además de la información de los pasos explicativos, en caso de haberlos.
Estos archivos tienen extensión .pg3.

4.1.1. Contenido de los archivos de página

Como ya se mencionó, se recomienda la lectura y edición manual de este tipo de ar-
chivos con la herramienta Notepad++. El desglose de este tipo de archivos se muestra a
continuación:

APP: Este renglón incluye una etiqueta <APP>...</APP>. El contenido de esta eti-
queta es el título de la página en cuestión. Dado que es el título que se mostrará al
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lector, aquí sí es posible usar espacios, acentos, y demás caracteres no sugeridos pa-
ra el nombre del archivo. Corresponde al texto introducido en el título. El contenido
de esta etiqueta puede aparecer vacío si no se le asignó título alguno a la página.

AUX: Este bloque de renglones se flanquea mediante una etiqueta <AUX>...</AUX>.
En su interior se encuentran:

• _escala_=. Después de esta entrada va la escala con la que la aplicación fue
guardada. La escala se refiere al número de pixeles que forman una unidad en
el plano cartesiano usado para la aplicación. De forma general, mientras más
grande sea el número, la escena presentará un acercamiento mayor. Corres-

ponde a la escala elegida con la herramienta lupa .

• _Ox_=. Después de esta entrada va el desplazamiento del origen en pixeles en
dirección horizontal en que la escena ha sido guardada. Un valor positivo im-
plica un desplazamiento a la derecha, mientras uno negativo es a la izquierda.

Corresponde a desplazamientos horizontales hechos con arrastrar .

• _Oy_=. Funciona igual que el _Ox_, pero para desplazamientos verticales del
origen. En este caso, los valores positivos implican desplazamientos hacia aba-

jo. Corresponde a desplazamientos verticales hechos con arrastrar .

• _Oz_. Es el desplazamiento hacia arriba en la pantalla en un espacio en 2D, que
al pasar a vision 3D corresponde a un desplazamiento hacia la profundidad
de la pantalla. Esto es, Oz da la profundidad del centro de la escena en 3D en
pixeles.

• _nNOG_=. Después de esta entrada va un número que debe corresponder al nú-
mero de entradas en el bloque flanqueado por la etiqueta <CONSTRUCTION>...
</CONSTRUCTION>descrito adelante. Si este archivo ha de modificarse manual-
mente, es preciso que el número de objetos gráficos añadidos nNOG corres-
ponda al número de renglones en el bloque.

• _pasos_=. Después de esta entrada va un número que debe corresponder al
número de entradas en el bloque flanqueado por la etiqueta <PASOS>...
</PASOS> descrita adelante. Involucra el número de pasos explicativos gene-
rados en el panel de edición de textos.

• E3.rot.x. Después de esta entrada va el valor de rotación en grados alrededor
del eje x del espacio tridimensional de la visualización en tres dimensiones.

• E3.rot.y. Es lo mismo que E3.rot.x pero para la rotación alrededor del eje y.

• E3.rot.z. Es lo mismo que E3.rot.x pero para la rotación alrededor del eje z.

• show_E2: Si show_E2=1, indica que se mostrará el espacio bidimensional x-y al
cargar la escena. De lo contrario no se mostrará.
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• show_E3: Si show_E3=1, indica que se mostrará el espacio tridimensional o 3D
al cargar la escena. De lo contrario no se mostrará.

• planoxy: Si planoxy=1, indica que la escena abrirá por defecto mostrando el
plano x-y (o, lo que es lo mismo, el plano z=0).

• caja: Si caja=1, indica que la escena abrirá por defecto mostrando la caja.

• bg_img: Después del signo igual (=) contiene la ruta a la imagen de fondo. Por
ejemplo, _fotos_/Diapazon.png (observe que se incluye la extensión de la
imagen). Si no hay imagen de fondo, no hay ruta alguna. En la carpeta _fotos_,
incluida en el zip de instalación de ProGeo3D, abordado en el capítulo 5, pue-
den guardarse imágenes que se desee utilizar como fondos.

• bg_img_x: Viene seguido de un signo igual (=) tras el cual viene el desplaza-
miento horizontal del centro de la imagen respecto al origen.

• bg_img_y: Viene seguido de un signo igual (=) tras el cual viene el desplaza-
miento vertical del centro de la imagen respecto al origen.

• bg_img_amp: Viene seguido de un signo igual (=) tras el cual viene el factor
de amplificación de la imagen, donde 1 corresponde a dejar la imagen con su
tamaño original.

• bg_img_a: Viene seguido de un signo igual (=), tras el cual viene la rotación,
expresada en grados, de la imagen de fondo.

Se recomienda al usuario no modificar manualmente las entradas _Ox_, _Oy_,
_escala_, E3.rot.x, E3.rot.y y E3.rot.z. Realmente sólo consisten en informa-
ción interna para que ProGeo3D guarde la disposición de una aplicación. Si se desea
aprender más al respecto de ellos, se recomienda consultar la documentación de
DescartesJS bajo el capítulo sobre El selector Espacio.

ROTAR: Es un bloque con los datos de una matriz de rotación tridimensional. Guar-
da datos sobre la rotación de perspectiva en que fue guardada la construcción. Se
recomienda que el usuario no edite manualmente este bloque.

CONSTRUCTION: Es un bloque de renglones flanqueado por la etiqueta
<CONSTRUCTION>...</CONSTRUCTION>. Este bloque es el mismo que se muestra en el
panel del código de la construcción, mismo que se lanza al usar el botón del código
de la construcción, que aparece en el extremo derecho de la barra superior cuando
existen objetos construidos. Las entradas en este bloque corresponden a los objetos
gráficos añadidos en la aplicación, y su número total debe coincidir con la entrada
_nNOG_= del bloque AUX.

• La primera parte de cada entrada corresponde al nombre interno del objeto
en cuestión y una asignación al mismo entre comillas sencillas. Después del
:= están las condiciones originales en que el objeto gráfico fue agregado. Por
ejemplo,
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'P_101:=newCnstrGCtrl3D('','',-3.0866,1.5052,0,'',amarillo_oscuro_
soft,3,'')' ¦'amarillo_oscuro_soft' ¦ 3 ¦'' ¦'' corresponde a:

un punto agregado (pues el nombre interno del objeto gráfico comienza
con P). El primero y segundo par de comillas sencillas en el paréntesis '','' con-
tienen respectivamente el nombre y subíndice del punto, y al estar vacías indi-
ca que ese punto no tiene nombre ni subíndice.

los tres números a continuación son las coordenadas en las abscisas, orde-
nadas, y coordenada en z respectivamente;

el texto entre comillas a continuación se refiere al nombre interno o iden-
tificador numérico del objeto gráfico al que está constreñido (si entre las comi-
llas no hay texto es que el punto no está constreñido);

a continuación se indica el color (gris_descartes indica que se usará un
color gris);

el número a continuación indica el tamaño del punto en cuestión, y corres-
ponde al tamaño asignado mediante la funcionalidad Grosor en ProGeo3D;

• Posteriormente se muestra más texto separado por los símbolos ¦. Estos textos
corresponden a modificaciones al objeto posteriores a su creación, y son con
los que el usuario debería involucrarse, pues el objeto se muestra de manera
final dependiendo de la configuración de estos textos:

el primero indica el código de color entre comillas sencillas. Por ejemplo,
gris_descartes implica que el objeto se trazará con ese color;

el segundo es un número que indica el tamaño o grosor del objeto, y está
relacionado con la funcionalidad Grosor de la barra inferior de ProGeo3D;

el tercero es el texto (mostrado entre comillas sencillas) de la etiqueta o
nombre asignado al objeto;

el cuarto es el texto (también entre comillas sencillas) del subíndice de la
etiqueta del objeto que se mostrará. Tanto la etiqueta como el subíndice pue-
den estar vacíos si no se desea se muestre etiqueta y subíndice algunos.

Aunque lo que viene antes del primer ¦ suele guardar las condiciones iniciales del
objeto, al editar un objeto, también puede actualizarse este código. Así, en algunos
casos hay una correspondencia entre los atributos antes y después del ¦.

Hasta ahora se ha revisado solo el caso de un punto. Ya se ha visto que lo que debe
importarle principalmente al usuario es el contenido después del primer símbolo ¦.
No obstante, en el texto antes de dicho símbolo se incluye información importante
sobre a qué tipo de objeto se refiere. Esto se aborda más adelante, en el apartado
sobre los tipos de objetos gráficos.

Es importante hacer una aclaración sobre los nombres de los colores en ProGeo3D.
Recuerde que hay diez columnas cada una con tres filas (tres colores) diferentes.
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Los nombres de los colores de una misma columna empiezan igual, pero tienen di-
ferentes sufijos. Por ejemplo, el color superior de la primera columna es gris_ des-
cartes_strong, el color de en medio de dicha columna es gris_descartes (a secas), y
el color inferior de esa columna es gris_descartes_soft. Note que el color superior de
cada columna es más fuerte que los demás, razón por la cual lleva el sufijo _strong,
mientras que el inferior es el más suave, por lo que lleva el sufijo _soft. El color de en
medio es intermedio y no lleva sufijo alguno. Los nombres de los colores, sin sufijos,
es el siguiente leyendo las columnas de izquierda a derecha:

1. gris_descartes.

2. rojo.

3. naranja.

4. amarillo_oscuro.

5. verde.

6. turquesa.

7. azul_descartes.

8. morado.

9. rosa.

10. fuerte.

Para información más detallada sobre los nombres de los colores y sus propiedades,
consulte el apartado sobre los nombres de los colores.

PASOS: Es un bloque de renglones flanqueado por la etiqueta <PASOS>...</PASOS>,
donde cada entrada está incluida dentro de una etiqueta <PASO>...</PASO> y con-
tiene el texto explicativo y algunas indicaciones referentes al paso en cuestión. Estos
pasos corresponden a la explicación en las presentaciones paso a paso con textos.

• <NOG>...</NOG>: dentro de esta etiqueta va el número del identificador del
objeto hasta donde se muestra la construcción. Ese número es el sufijo que
aparece, por ejemplo, en P_104 para un punto. El identificador es, en ese ejem-
plo, el 104. Ocasionalmente puede llevar también el prefijo (en el ejemplo, P_)
dentro de esta etiqueta.

• <SPACE>...</SPACE>: dentro de esta etiqueta se incluyen los textos L, R, TL,
BL, TR, BR, T, y B que respectivamente se refieren a que el área de visualiza-
ción de la construcción abarca la mitad izquierda (left), derecha (right), esqui-
na superior izquierda (top-left), esquina inferior izquierda (bottom-left), esqui-
na superior derecha (top-right), esquina inferior derecha (bottom-right), mitad
superior (top), y mitad inferior (bottom). En ese sentido, responde a la distribu-
ción o alineación texto - construcción elegida.

• <TEXT>...</TEXT>: en esta etiqueta va el texto que habrá de explicar la cons-
trucción hasta el último objeto agregado en ese paso.
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• <HCOLS>...</HCOLS>: en esta etiqueta se indican los colores ocultos en el pa-
so en cuestión. Como se explicó en el apartado sobre los botones de la barra de
colores, dicha barra puede utilizarse para esconder objetos con un color espe-
cífico con el fin de no saturar la construcción con objetos auxiliares. Se incluye
un número por cada columna de colores (de las diez existentes) separados por
comas. Su interpretación se puede entender mejor en un ejemplo sólo para la
primera columna de colores:

◦ Si el primer dígito vale 0, todos los colores de la primera columna estarán
visibles.

◦ Si el primer dígito vale 1, el segundo color de la primera columna estará
oculto.

◦ Si el primer dígito vale 2, el tercer color de la primera columna estará ocul-
to.

◦ Si el primer dígito vale 3, el segundo y tercer colores de la primera columna
estarán ocultos.

◦ Si el primer dígito vale 4, el primer color de la primera columna estará
oculto.

◦ Si el primer dígito vale 5, el primer y segundo colores de la primera colum-
na estarán ocultos.

◦ Si el primer dígito vale 6, el primer y tercer colores de la primera columna
estarán ocultos.

◦ Si el primer dígito vale 7, los tres colores de la primera columna estarán
ocultos.

• <HOBJS>...</HOBJS>: dentro de esta etiqueta se incluyen, separados por co-
mas, los índices de los objetos ocultados mediante la herramienta ocultar de la
barra inferior de ProGeo3D. Por ejemplo, si un punto P_102 está oculto, apare-
cera 102 dentro de esta etiqueta para el paso en que está oculto.

• <3D>...</3D>: dentro de esta etiqueta va el número 0 si la construcción en ese
paso no ha de mostrarse en tres dimensiones, o 1 de lo contrario.

• <CAJA>...</CAJA>: esta etiqueta tiene dentro el valor 0 si no ha de mostrarse
la caja que encierra el espacio de construcción en 3D. Vale 1 de lo contrario.

• <PLANOXY>...</PLANOXY>: dentro de esta etiqueta va un 0 si el plano virtual
desplegado en la vista 3D mediante la funcionalidad del botón z=0 no ha de
mostrarse, y 1 si sí.

• <LNGLN>...</LNGLN>: dentro de esta etiqueta va el valor 0 si la funcionalidad
de mostrar las líneas al infinito no está implementada para el paso en cuestión,
o 1 de lo contrario.

• <ANIM>...</ANIM>: dentro de esta etiqueta va un número asociado a la ani-
mación de perspectiva en un espacio 3D. Se trata de un valor 0, 1, 2, ó 3. De-
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pendiendo de cuáles de las casillas anim y/o z se encuentran marcadas, el valor
numérico en esta etiqueta equivale a ani m +2z. Así, vale

◦ cero cuando no hay animación automática y la animación es alrededor de
una vertical en la pantalla,

◦ 1 cuando hay animación automática alrededor de esa misma vertical,

◦ 2 si no hay animación automática y la animación es alrededor del eje z real
de la construcción, y

◦ 3 si hay animación automática alrededor del eje z real de la construcción.

Recuerde visitar el apartado sobre animación de perspectiva para mayor infor-
mación.

• <FAMS>...</FAMS>: dentro de esta etiqueta va 0 si para las familias de rectas (o
segmentos) se muestra tanto la familia como la superficie representativa, 1 si
sólo se muestra la superficie representativa, 2 si no se muestra ni la superficie
ni la familia, y 3 si sólo se muestra la familia de rectas o segmentos. Así, esta
etiqueta está relacionada con la funcionalidad del botón para reglados.

• <EXPLORE>...</EXPLORE>: dentro de esta etiqueta va 0 si un paso comienza
con la herramienta explorar en modo sólo ver, o 1 si el paso comienza permi-
tiendo que la herramienta explorar se use para mover objetos y seleccionarlos.
Corresponde al estado, para el paso en cuestión, de la casilla de verificación
expl (0 si está desmarcada y 1 de lo contrario).

Es importante recordar que el número de pasos de explicaciones debe coincidir
con el indicado en la parte superior del documento después del texto _pasos_=.

4.1.2. Tipos de objetos gráficos dentro de CONSTRUCTION en el archivo
de aplicación

Dentro de la primera parte de cada entrada dentro de la etiqueta <CONSTRUCTION>...
</CONSTRUCTION> en el archivo se incluye información sobre el objeto gráfico en cues-
tión. Anteriormente sólo se había puesto el ejemplo de un punto.

Los objetos gráficos tienen identificadores. Por ejemplo, una recta podría tener un
identificador L_106, donde L indica que es una línea y el 106 es el número o índice del
objeto gráfico de dicha recta.

Las funciones de construcción involucran un paréntesis dentro del cual se incluyen los
argumentos de la función. Como se verá, algunos de ellos corresponden a identificadores
de los objetos de los que depende la construcción en cuestión. Por ejemplo, una intersec-
ción puede depender de un par de rectas, y será necesario incluir los identificadores de las
rectas de las que depende la intersección. En ocasiones, cuando se hace referencia a un
objeto se usa su identificador completo (con todo y su prefijo) y en otras aparece sólo el
número del objeto.
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En los argumentos de algunas funciones de algunos constructores se hace mención
específica de, por ejemplo, el grosor o el color del objeto. Esta mención suelen ser atribu-
tos del objeto geométrico al momento de construirse, y no suelen responder a ediciones
posteriores. No obstante, en la mayoría de los casos, el código posterior a la función, que
se describe en el apartado código en la cola de cada renglón en CONSTRUCTION , es donde
se guardan dichos atributos tras haberse editado el objeto geométrico.

A continuación se presenta una lista de los posibles objetos gráficos con que se dispo-
ne.

El punto: Usa un prefijo P (de punto) en su identificador. Por ejemplo, P_104 indica
que se trata de un punto cuyo índice es 104. Cada objeto geométrico tiene un índice
distinto.

De manera general, el índice (para puntos y otros objetos geométricos) es sólo
interno a ProGeo3D. El usuario final de la construcción no suele tener que lidiar con
dicho índice. No obstante, se recuerda que se puede consultar el índice en el panel
del código de la construcción.

La asignación a dicho identificador es una función del tipo newCnstrGCtrl3D
(que viene de nuevo control gráfico constreñido tridimensional), cuyos argumentos
son, en orden, la letra o variable que lo identifica, el subíndice, la coordenada x, la
coordenada y, la coordenada z, el índice del objeto al que está constreñido entre
comillas sencillas (si es libre de moverse sin constricción, las comillas van vacías
y, de lo contrario, entre las comillas aparece el número del identificador del objeto
geométrico al que está constreñido), el color, el grosor, y un par de comillas sencillas
que pueden ignorarse. Se recuerda que la función newCnstrGCtrl3D, al igual que las
que se describen a continuación se encuentran en la biblioteca o motor.

Es preciso tomar en cuenta que si el punto no se encuentra sobre el plano x-y
(o, lo que es lo mismo, en z ̸= 0), la tercera coordenada, que corresponde al valor en
z del punto, será distinta de cero.

Después de la asignación vienen, separados de la asignación inicial y entre ellos
por el símbolo ¦, una serie de entradas que se detallan más adelante en el apartado
sobre el código en la cola de los renglones de CONSTRUCTION . Por el momento, en
esta descripción de los objetos sólo se trata la asignación inicial a cada uno.

La recta: Usa un prefijo L de línea en su identificador. Por ejemplo, L_104 correspon-
de a una recta (aunque también podría corresponder a un segmento) cuyo identifi-
cador 104.

La asignación inicial a dicho identificador es una función del tipo newLine2D
(de nueva línea). El 2D es un genérico que se conserva aunque las rectas sean en
3D. Sus argumentos son, en orden, el identificador del primer punto que la define,
el identificador del segundo, el color, el grosor, un par de comillas que pueden igno-
rarse.
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El segmento:

• El segmento convencional. Usa un prefijo L (de línea) en su identificador. Por
ejemplo, L_105 indica que se trata de un segmento o línea cuyo índice es 105.

La asignación inicial a dicho identificador es una función del tipo newS (de
nuevo segmento), y sus argumentos son, en orden, el identificador del punto
de uno de sus extremos, el identificador del punto del otro extremo, el color, el
grosor, y un par de comillas que puede ignorarse.

• El segmento complementario a una recta: Se trata de aquél descrito en la fun-
cionalidad sobre segmento complementario respecto a una recta. Usa un prefijo
L (de línea) en su identificador.

La asignación inicial al identificador de este tipo de segmentos es una fun-
ción del tipo newSvsL (de nuevo segmento contra línea). Los argumentos de
dicha función son, en orden de aparición, el identificador del punto que es
uno de los extremos del segmento, el identificador del punto que es el otro ex-
tremo del segmento, el identificador de la recta respecto a la cual se traza el
segmento complementario, el color del segmento, el grosor del mismo, y un
par de comillas sencillas que puede ignorarse.

• El segmento complementario a un plano. En el caso que el segmento se haga
complementario respecto a un plano y no una recta, la función sigue siendo
newSvsL, pero el tercer argumento cambia de ser el identificador de la recta al
identificador del plano. Se adelanta que los identificadores de los planos llevan
un prefijo T_.

Las intersecciones: Cuando se tratan de intersecciones que generan un punto (co-
mo aquellas entre rectas, o entre planos y rectas), al ser puntos, usan un prefijo P en
su identificador. Si son rectas (como, por ejemplo, en intersección entre planos), su
identificador lleva el prefijo L. Y si se trata de una intersección entre curvas (como,
por ejemplo en la intersección entre esferas, o entre planos y esferas), el identifica-
dor lleva el prefijo C.

La función que se asigna al identificador puede ser de varios tipos, dependiendo
de los objetos que componen la intersección, a saber:

• newMeetLL2D (de nueva intersección entre línea-linea). Se relaciona con las
intersecciones entre rectas, o entre segmentos, o entre recta y segmento.

Sus argumentos en orden son el nombre (entre comillas sencillas), el sub-
índice (entre comillas sencillas), el identificador de la primera recta o segmen-
to, el identificador de la segunda recta o segmento, y un par de comillas senci-
llas que puede ignorarse.

• newMeetLEq (de nueva intersección entre línea-ecuación). La parte Eq respon-
de a que el círculo o las curvas armónicas se tratan como ecuaciones, a partir
de las cuales se obtiene la intersección.
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Los argumentos de estas funciones en orden son el nombre (entre comillas
sencillas), el subíndice (entre comillas sencillas), el identificador de la recta o
segmento, el identificador de la curva, 0 ó 1 dependiendo de cuál de las dos
intersecciones es la elegida, un dígito que es -1 o el identificador de la recta, y
un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

Las rectas y segmentos tienen una orientación dada, mediante la cual es
posible determinar si un cruce con una curva (circunferencia o cónica) es el
primero o el segundo. Es por ello que el quinto argumento en el paréntesis es 0
(en caso que se trate de la primera intersección encontrada en el sentido de la
recta o segmento) ó 1 (en caso que sea la segunda interseccion). El sexto argu-
mento es -1 si es la primera intersección añadida (independiente del sentido
de la recta o segmento) o el identificador de la recta o segmento si se trata de
la segunda intersección añadida (independiente del sentido de la recta o seg-
mento).

La función newMeetLEq aplica de igual manera a intersecciones entre una
recta y una esfera.

• newMeetEqEq (de nueva intersección entre dos curvas definidas por una ecua-
ción como, por ejemplo, la intersección entre dos cónicas por 5 puntos).

Los argumentos de estas funciones en orden son la coordenada horizontal
y vertical del punto cercano a la intersección (para poder determinar de cuál
de las dos intersecciones se trata) al momento de guardar, seguido por el iden-
tificador de la primera curva y finalmente el identificador de la segunda curva
a intersecar.

• newFirstMeetCC2D o newSecondMeetCC2D (de primera nueva intersección o
segunda nueva intersección círculo-círculo). Las intersecciones entre circun-
ferencias se manejan a partir del eje radical, y también se les define un sentido
de trazo a partir del mismo, de tal suerte que es posible determinar si una in-
tersección entre dos circunferencias es la primera o la segunda. De ahí las dos
primeras funciones de asignación.

Los argumentos de estas funciones en orden son el nombre (entre comi-
llas sencillas) del punto, el subíndice (entre comillas sencillas), el identificador
de la primera circunferencia, el identificador de la segunda circunferencia, y
un par de comillas sencillas vacías que puede ignorarse. Es importante recor-
dar que la referencia a first (primera) o second (segunda) en este caso no es
respecto al número de intersección añadida, sino respecto a si la intersección
encontrada es la primera o segunda respecto al sentido de trazo de las circun-
ferencias.

• newOtherMeetCC2D (de nueva intersección alternativa círculo-círculo). Una vez
identificada una intersección inicial entre circunferencias (ya sea newFirstMeet-
CC2D o newSecondMeetCC2D), la intersección restante puede trazarse tam-
bién.
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La función de esta segunda intersección añadida es newOtherMeetCC2D,
con lo que el programa busca si la anterior fue first o second y, dependiendo de
ello, sabe automáticamente cuál es la segunda intersección añadida. Sus argu-
mentos en orden de aparición son el nombre de la intersección (entre comillas
sencillas), el subíndice de la misma (entre comillas sencillas), el identificador
de la primera circunferencia, el identificador de la segunda circunferencia, el
identificador del punto que se encontró como la primera intersección, y un par
de comillas sencillas que puede ignorarse.

• newMeetLT (de nueva intersección de recta con triángulo).

Los argumentos de la función asignada a esta intersección son en orden
el nombre dado a la intersección (entre comillas sencillas), el subíndice (entre
comillas sencillas), el identificador de la recta a intersecar, el identificador del
triángulo a intersecar, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

• newMeetTT (de nueva intersección de triángulo con triángulo). Se refiere a la
recta resultante de intersección entre planos.

Los argumentos de la función son, en orden de aparición, el nombre de la
recta (entre comillas sencillas), el subíndice del nombre de la recta (entre comi-
llas sencillas), el identificador del primer plano o triángulo de la intersección,
el identificador del segundo plano, y un par de comillas sencillas que puede
ignorarse.

• newMeetCT (de nueva intersección de esfera con triángulo). Corresponde al
círculo resultante de intersecar una esfera con un plano.

Los argumentos de la función son, en orden de aparición, el identificador
de la esfera, y el identificador del triángulo.

• newMeetCC (de nueva intersección de esfera con esfera). Esta función corres-
ponde al círculo resultante de intersecar dos esferas. Note que no tiene un su-
fijo 2D.

Los argumentos de esta función son los indicadores de las dos esferas que
han de intersecarse.

El plano:

• El plano convencional. Es aquel que se indica en el apartado sobre el plano por
tres puntos. Usa un prefijo T (de triángulo) en su identificador dado que un
triángulo representa un plano.

La asignación inicial a su identificador es la función newT (de nuevo trián-
gulo), y sus argumentos son, en orden de aparición, los identificadores de los
tres puntos que definen el triángulo (o plano), el color del mismo un par de
comillas sencillas que puede ignorarse.

• El plano complementario a una recta. Es el mencionado en el apartado sobre
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el plano complementario por tres puntos. Usa un prefijo T (de triángulo) en su
identificador.

La asignación inicial a su identificador es la función newTvsL (de nuevo
triángulos contra recta). Sus argumentos son, en orden, el identificador del pri-
mer punto que define al plano, el del segundo, el del tercero, el identificador
de la recta contra la cual se traza el plano complementario, el color, y un par de
comillas sencillas que puede ignorarse. La asignación es igual independiente-
mente de si está generado en 2D o en 3D.

• El plano complementario a otro plano. Es el mencionado en el apartado plano
complementario a otro plano. Usa un prefijo T (de triángulo) en su identifica-
dor.

La asignación inicial a su identificador es la función newTvsP (de triángulo
contra plano). Sus argumentos son, en orden, los identificadores de los tres
puntos que definen al plano, el identificador del plano respecto al cual el nuevo
plano es complementario, el color y un par de comillas sencillas que puede
ignorarse.

• El plano definido por recta y punto. Es aquel que se indica en el apartado sobre
el plano por recta y punto. Usa un prefijo T (de triángulo) en su identificador.

La asignación inicial a su identificador es la función newPlane. Sus argu-
mentos son, en orden, los identificadores de la recta y luego el del punto que
se usaron para generar dicho plano.

• El plano definido por un par de rectas coplanares. Es aquel indicado en el apar-
tado sobre el plano por dos rectas coplanares. Usa un prefijo T en su identifica-
dor.

La asignación inicial a su identificador es también newPlane, y sus argu-
mentos son el par de rectas usadas para generar el plano.

Armonía:

• newInversePoint (de nuevo punto inverso).

Se trata del punto que es construido mediante las funcionalidades de ar-
monía siguientes: armónico de un punto respecto a una recta o segmento (de-
finidos por dos puntos) donde la terna de puntos es colineal, y el inverso de un
punto respecto a una circunferencia, cuando éstas se generan pulsando y arras-
trando desde la recta, segmento, o círculo, y dejando de pulsar sobre el punto
a obtener su armónico. Al tratarse de un punto, usa un prefijo P (de punto) en
su identificador.

La asignación inicial a dicho identificador es una función newInversePoint
(de nuevo punto inverso) cuyos argumentos en orden son el nombre (entre
comillas sencillas), el subíndice (entre comillas sencillas), el identificador del
punto a invertir, el identificador de la recta, segmento o circunferencia respec-
to a la cual se realizará la inversión, y un par de comillas sencillas que puede
ignorarse.
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Así, en este caso el punto se invierte explícitamente respecto a una recta,
segmento o círculo. Es por ello que uno de los argumentos es de uno de estos
tipos. Si la inversión del punto es respecto a una circunferencia la función es la
misma. Pero uno de los argumentos de la misma cambia. El cuarto argumento
es, en lugar del identificador de la recta o segmento a invertir, el identificador
de la circunferencia respecto a la cual se realiza la inversión.

• newHarmonicReflection (de nueva reflexión armónica).

Recuerde que en la funcionalidad sobre el armónico de un punto respecto a
una recta o segmento (definidos por dos puntos) donde la terna de puntos es co-
lineal se mencionó que se puede construir el armónico respecto a dos puntos
y no respecto a una recta o segmento que pudieran definir. Ésta es la función
que se usa para dicho caso. Al ser un punto, usa un prefijo P (de punto) en su
identificador.

La función newHarmonicReflection es la que se asigna inicialmente a di-
cho identificador, y sus argumentos en orden de aparición son el identificador
punto a reflejar, el identificador del primer y segundo punto respecto a los cua-
les se reflejará, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

Esta misma función también se usa para la funcionalidad de la reflexión
armónica de un punto respecto a un punto (centro) y una recta (espejo). Aunque
la función es la misma, los argumentos en este caso son el identificador del
punto a invertir, seguido de los identificadores del otro punto y el de la recta
respecto a los cuales se hace la inversión, y un par de comillas sencillas que
puede ignorarse. Igualmente, recuerde que en visualización tridimensional se
puede invertir un punto respecto a un plano y otro punto. En este caso, en lugar
de tener el identificador de una recta, se tendrá el identificador del plano como
el argumento correspondiente en la función.

Esta función también aplica para la construcción de la recta armónica con-
jugada. En este caso, los argumentos de la función son, en orden y separados
por comas, los identificadores de la recta (o segmento) a obtener su armónica
conjugada, y el par de rectas (o segmentos) respecto a las cuales se obtiene la
armónica conjugada.

• newInverseLine (de nueva recta inversa).

Se trata de la curva que se obtiene echando mano de la construcción del
inverso de una recta respecto a una circunferencia. Dado que dicha curva resulta
ser una circunferencia, utiliza un prefijo C en su identificador.

Los argumentos de la función en cuestión son, en orden de aparición, el
identificador de la recta a invertir, el identificador de la circunferencia respecto
a la cual se invierte, el color original utilizado para la curva resultante, el grosor
de la misma, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

• newInversePlane (de nuevo plano inverso).
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Se trata de la esfera que se obtiene al invertir un plano respecto de una
esfera. Como se trata de una esfera, su identificador lleva el prefijo C (al ser
una curva tridimensional).

Los argumentos de la función en cuestión son, en orden de aparición, el
identificador del plano a invertir, el identificador de la esfera respecto a la cual
se hace la inversión, el color, el grosor, y un par de comillas sencillas que puede
ignorarse.

• newInverseCircle (de nueva circunferencia inversa).

Se trata de la curva que se obtiene echando mano de la construcción del
inverso de una circunferencia respecto a otra. Como la curva resultante es una
circunferencia, usa un prefijo C en su identificador.

Los argumentos de la función son, en orden de aparición, el identificador
de la circunferencia a invertir, el identificador de la circunferencia respecto a la
cual se realizará la inversión, el color, el grosor de la curva y un par de comillas
sencillas que puede ignorarse.

También aplica a la armonía de una esfera respecto a otra, y la función se
comporta de igual manera que para círculos.

• newPolarLine (de nueva recta polar).

Se trata de la recta polar de una curva armónica o cónica respecto a un
punto, que se construye mediante la funcionalidad de la recta polar de una
curva amónica. Dado que el objeto geométrico resultante es una recta, usa el
prefijo L (de línea) en su identificador.

Los argumentos de la función en orden son el identificador del punto que
funge como polo, el identificador de la curva a obtener su polar, y un par de
comillas sencillas que puede ignorarse.

• newPole (de nuevo polo).

Se trata del polo de una curva armónica o cónica respecto a una recta cons-
truido mediante la funcionalidad del polo de una curva respecto a una recta.
Usa un prefijo P (de punto) en su identificador dado que se trata de un punto.

Los argumentos de la función de asignación son, en orden de aparición, el
identificador de la recta respecto a la cual se obtendrá el polo, el identificador
de la curva en cuestión, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

• newCommonPole (de nuevo polo común).

Se refiere al polo de una curva armónica o cónica respecto a otra armóni-
ca, mediante la funcionalidad de los puntos cuyas polares respecto a dos curvas
armónicas coinciden. Usa un prefijo P (de punto) en su identificador dado que
se trata de un punto.

Los argumentos de la función de asignación son, en orden de aparición, un
par de números que el usuario puede ignorar. El tercer argumento es el iden-
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tificador de la curva armónica desde la cual se pulsó y arrastró, y el cuarto ar-
gumento es el identificador de la armónica sobre la cual se dejó de pulsar. El
orden del tercer y cuarto argumentos es importante, dado que de éste depende
cual de los dos posibles puntos será el que se traza.

Se recuerda al usuario que esta funcionalidad no está disponible para 3D.

La curva y la familia: Son los mencionados en el apartado sobre curva / familia. En
ambos casos se usa un prefijo C (de curva, aunque también aplica a la familia) en su
identificador.

• Curva: La asignación inicial a su identificador es la función newCurve (de nue-
va curva) y sus argumentos en orden de aparición son el identificador del pun-
to que trazará la curva cuando otro punto constreñido viaja a lo largo de su
constricción, el identificador del punto que viaja en la constricción, y un par
de comillas sencillas que puede ignorarse.

• Familia: La asignación y los argumentos de la función son los mismos. Lo único
que cambia es que el primer argumento, en lugar de ser un punto (como en el
caso de la curva), es una recta (es decir, su identificador comienza con L_), que
es la que generará la familia de rectas al viajar el punto constreñido del cual
depende dicha recta.

Se recuerda que es imposible editar el grosor y color de una familia una vez
creada. Sin embargo, ello se puede hacer editando el renglón correspondiente
en el archivo de guardado.

Se usa newCurve tanto para familias de rectas como de segmentos. El pro-
grama internamente detecta si la línea que tiene como primer argumento co-
rresponde efectivamente a una recta o a un segmento, y así se traza la familia
correspondientemente.

La curva de armonía. Es aquella mencionada en el apartado sobre la curva de ar-
monía. Al ser una curva, su identificador usa el prefijo C.

La asignación inicial a su identificador es la función newCurveOfHarmony (de
nueva curva de amonía) y sus argumentos en orden de aparición son los cuatro
puntos usados para generarla. Los primeros dos puntos son aquellos por los que
pasa una de las rectas polares, y los últimos 2 puntos son aquellos por los que pasa
la otra recta polar (véase el apartado correspondiente en los constructores a manera
de recordatorio de la naturaleza de la construcción).

La curva armónica por 5 puntos: Se trata de la curva que se obtiene echando mano
de la construcción armónica por 5 puntos. Como es una curva, usa un prefijo C (de
curva) en su identificador.

La asignación inicial a su identificador es la función newConic5Pts (de nueva
cónica por cinco puntos) y sus argumentos en orden de aparición son los identifica-
dores de los cinco puntos que la definen y un par de comillas que puede ignorarse.
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El círculo. A continuación se describen los identificadores y funciones según cada
tipo de círculo.

• El círculo centro-punto: Es aquél mencionado en el apartado círculo centro-
punto. Usa un prefijo C (de curva) en su identificador.

La asignación inicial a su identificador es la función newCircleCP2D (de
nuevo círculo centro-punto) y sus argumentos en orden de aparición son el
identificador del punto que funge como centro, el identificador del punto que
se encuentra en la circunferencia, el color, el grosor y un par de comillas senci-
llas que puede ignorarse.

Se usa exactamente la misma función para una esfera centro - punto.

• El círculo centro-radio: Es aquél mencionado en el apartado círculo centro-
radio. Al igual que la circunferencia centro-punto usa un prefijo C en su iden-
tificador.

La asignación inicial a su identificador es, a diferencia de la circunferencia
centro-punto, una función del tipo newCircle2D, cuyos argumentos en orden
son: el identificador del punto que funge como centro, el valor del radio (entre
comillas sencillas), el color y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

Se usa exactamente la misma función para una esfera centro - radio.

• El círculo por compás: Es aquél mencionado en el apartado compás. Al ser un
círculo, usa un prefijo C en su identificador.

La asignación inicial a su identificador es una función newCircleSC2D, cu-
yos argumentos en orden son: el identificador del segmento cuya longitud es la
del radio del círculo, el identificador del punto que funge como centro, el color,
el grosor, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

Se usa exactamente la misma función en la visualización tridimensional
(es decir, en una esfera por compás).

La ortogonal: Dependiendo de si el elemento ortogonal es una recta o un plano, el
prefijo del identificador es L o T, respectivamente.

• Recta perpendicular a otra: Es aquella mencionada en el apartado sobre recta
ortogonal a otra por un punto. Para el caso bidimensional de una recta perpen-
dicular a otra que pasa por un punto, la función que se asigna a su identifica-
dor es del tipo newPerp3D, y sus argumentos en orden son el identificador de
la recta a la que la nueva habrá de ser perpendicular, el identificador del punto
sobre el cual habrá de pasar la nueva recta, el color, el grosor, y un par de comi-
llas sencillas que puede ignorarse. Conlleva el sufijo 3D dado que, aunque haya
sido creada en 2D, la perpendicular es general para el espacio. De tal manera
que es la misma función para 2D que para 3D.

• Plano perpendicular a una recta. Es aquél mencionado en el apartado plano
ortogonal a una recta por un punto. Adicional a la recta, también se puede
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construir el plano perpendicular a la recta mediante la función newPerpPlane
(asignada a un identificador con prefijo T_), cuyos argumentos son el identifi-
cador de la recta a la cual es perpendicular y el identificador del punto por el
que pasa.

• Recta perpendicular a plano. Es la que se menciona en el apartado recta orto-
gonal a un plano y que pasa por un punto. Para el caso tridimensional en que la
recta es perpendicular a un plano y pasa por un punto dado, la función asigna-
da al identificador de la recta perpendicular es del tipo newPerp3D (de nueva
perpendicular en tres dimensiones) y sus argumentos en orden de aparición
son el identificador del plano al que es perpendicular, el identificador del pun-
to por el que pasa, el color, el grosor, y un par de comillas sencillas que puede
ignorarse.

• Recta ortogonal a dos rectas. Es la que se discute en el apartado recta ortogonal
a dos rectas distintas en el espacio. La función asignada al identificador es del
tipo newPerpLL (de nueva perpendicular de línea-línea) y sus argumentos son
los identificadores del par de rectas usadas en su construcción.

El pie: Al ser un punto, usa un prefijo P en su identificador.

• Pie respecto a una recta. Es el considerado en el apartado pie. La función que
se asigna a su identificador es del tipo newFootLP (por nuevo pie de recta a
punto), y sus argumentos son, en orden, el identificador de la recta o segmento
que contendrá al pie y el identificador del punto que define al pie.

• Pie respecto a un plano. Es el que se trata en el apartado pie de un punto en un
plano. La función que se asigna a su identificador es del tipo newFootTP (por
nuevo pie de plano a punto), y sus argumentos son, en orden, el identificador
del plano que contendrá al pie y el identificador del punto que define al pie.

El punto medio: Es el tratado en el apartado punto medio. Al ser un punto, usa un
prefijo P en su identificador.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newMidPoint (por nuevo
punto medio), y sus argumentos en orden son el nombre del punto (entre comillas
sencillas), el subíndice (entre comillas sencillas), el identificador del primer punto
a partir del cual se calcula el punto medio, el identificador del segundo punto, y un
par de comillas sencillas que puede ignorarse.

La paralela: Dependiendo de la funcionalidad de paralelismo usada, se tienen las
siguientes.

• Recta paralela a otra por un punto. Es la que se aborda en el apartado paralela.
Al ser una recta, usa un prefijo L en su identificador.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newParal2D, y sus
argumentos en orden son el identificador de la recta a la que la nueva debe ser



88 Guardado y recuperación de archivos

paralela, el identificador del punto por el que habrá de pasar, el color, el grosor
y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

La misma función aplica para paralelas en tres dimensiones.

• Plano paralelo a otro por un punto. Es el que se trata en el apartado plano pa-
ralelo a otro por un punto. Al ser un plano, usa un prefijo T en su identificador.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newParalPlane, y
sus argumentos en orden son el identificador del plano respecto al cual se hará
el paralelo, y el identificador del punto por el que pasará el plano paralelo.

La mediatriz: Su construcción se trata en el apartado mediatriz. Al ser una recta, usa
un prefijo L en su identificador.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newMediatrix2D (por
nueva mediatriz), y sus argumentos son en orden el identificador del primer punto
a partir del que se calcula la mediatriz, el identificador del segundo punto, el color,
el grosor y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

El plano mediador: Su construcción se aborda en el apartado plano mediador. Con-
tiene un prefijo T en su identificador, dado que se trata de un plano.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newMediatorPlane (por
nuevo plano mediador), y sus argumentos en el orden en que aparecen son sola-
mente el par de puntos que determinan a dicho plano.

La bisectriz: Al ser una recta, usa un prefijo L en su identificador.

• Bisectriz de tres puntos. Es la abordada en el apartado bisectriz de una terna
de puntos. Para la bisectriz definida por tres puntos, la función que se asigna
a su identificador es del tipo newBisector2D (por nueva bisectriz), y sus ar-
gumentos en orden son el identificador del punto por el que habrá de pasar la
bisectriz, el identificador de uno de los otros dos puntos que forman la terna, el
identificador del tercer punto de la terna, el color, el grosor y un par de comillas
sencillas que puede ignorarse.

Se utiliza la misma función aún cuando la bisectriz está definida en 3D.

• Bisectriz de dos rectas. Es la descrita en el apartado bisectriz definida por un par
de rectas. La función que se asigna a su identificador es del tipo newBisector
(sin el sufijo 2D), y sus argumentos son el identificador de la recta en que pri-
mero se pulsó, seguidio por el de la segunda recta (donde se dejó de pulsar),
y un 1 o -1. Este 1 ó -1 determina, a partir del sentido intrínseco de las rectas,
cuál de las dos bisectrices es la que se desea trazar, y es el que garantiza que la
bisectriz trazada sea aquella por la que pasó el puntero al viajar de la primera
recta a la segunda.

El ángulo: Usa un prefijo A (de ángulo) en su identificador. Por ejemplo, A_120.
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• Ángulo de tres puntos. Es el discutido en el apartado ángulo en una terna de
puntos. La función que se asigna a su identificador es del tipo newAng, y sus
argumentos en orden son el nombre del ángulo (entre comillas sencillas), el
subíndice (entre comillas sencillas), el identificador de uno de los puntos cuyo
segmento al punto sobre el que se traza el ángulo es uno de los extremos del
ángulo, el identificador del punto sobre el que estará el ángulo, el identificador
del otro punto que determina el segundo segmento que delimita el ángulo, el
color, y un par de comillas sencillas que puede ignorarse.

• Ángulo de dos rectas. Es el abordado en el apartado ángulo definido por dos
rectas o segmentos. La función asignada al identificador es newAngle. Sus argu-
mentos en orden son el identificador de la primera recta o segmento, el iden-
tificador de la segunda recta o segmento, y un número (0, 1, 2, ó 3). De este
número depende en cual de las 4 porciones del ángulo completo se trazará el
arco representativo del ángulo.

El eje radical. Es el abordado en el apartado eje radical. Dado que consiste en una
recta, usa un prefijo L en su identificador.

La función que se asigna a su identificador es del tipo newRadicalAxis, y sus
argumentos en orden son el identificador de la primera circunferencia, el identifi-
cador de la segunda circunferencia, el color, el grosor y un par de comillas sencillas
que puede ignorarse.

El plano radical: Es el abordado en el apartado plano radical. Dado que consiste en
un plano, usa un prefijo T en su identificador.

La función que se le asigna a su identificador es del tipo newRadicalPlane, y
sus argumentos en el orden en que aparecen son solamente los identificadores de
las esferas respecto a las cuales se traza el plano radical.

Los nombres y subíndices iniciales dados a los objetos mediante la función asignada
al identificador suelen ser aquellos dados al construir al objeto originalmente, aunque al-
gunas veces pueden actualizarse con datos de ediciones posteriores del objeto. En este
sentido, no suelen siempre responder a ediciones posteriores. Como se trata a continua-
ción, el código en la cola de cada renglón en CONSTRUCTION es quien se encarga de ello.

4.1.3. Código en la cola de cada renglón en CONSTRUCTION

Hasta ahora sólo se ha visto, para cada entrada de la etiqueta CONSTRUCTION, el iden-
tificador y la asignación que se le hace por medio de una función. No obstante, en cada
renglón, terminando la asignación aparecen una serie de elementos separados por el sím-
bolo ¦.

Como ya se mencionó, las asignaciones hechas mediante una función al identificador
de un objeto gráfico incluyen las condiciones del objeto al inicio, aunque ocasionalmente
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pueden éstas actualizarse siguiendo alguna edición posterior del objeto. Sin embargo, las
que le siguen a la asignación son las condiciones del objeto cuando fue guardada la cons-
trucción en archivo, y por lo mismo incluyen ediciones posteriores a los objetos geomé-
tricos. Si se desea hacer alguna modificación a la construcción vía el archivo pg3 guardado,
el usuario habrá de modificar más bien los parámetros al final del renglón para fines de
edición de la construcción, y puede ignorar la parte de la función de asignación. Así pues,
la parte final del renglón tiene precedencia sobre la parte que corresponde a la asignación
inicial.

A continuación se detallan los parámetros de la cola de cada renglón, a partir del pri-
mer símbolo ¦:

El nombre del color (entre comillas sencillas).

Un código numérico que se refiere al grosor y al estilo de línea para elementos que
lo permiten (rectas, segmentos y círculos).

• Si sólo aparece un sólo dígito, se refiere al grosor del objeto solamente, e impli-
ca que el estilo de línea es sólido como por defecto.

• Si el número mostrado está compuesto por dos dígitos, el primero de los dos
determina el estilo de línea (1 para punteada gruesa, 2 para punteada delgada).
El segundo dígito sigue siendo el relacionado al grosor.

Por ejemplo, un código 24 implica que la línea del objeto es punteada delgada y que
tiene un grosor de 4.

El nombre del objeto (entre comillas sencillas). Se puede asignar nombre a puntos y
ángulos.

El subíndice (entre comillas sencillas). Se puede asignar un subíndice a puntos y
ángulos.

Es en esta parte donde un puede editar el color y grosor de una familia de rectas. Como
se mencionó en el apartado sobre curva / familia, no es posible editar estas propiedades
para una familia de rectas dentro de ProGeo3D. No obstante, se indicó que era posible
editarlo dentro del archivo de guardado. Y es justo en la cola de la cadena del constructor
newCurve correspondiente a una familia donde se logra esto.

4.1.4. Los nombres de los colores

Como se abordó en el apartado sobre los botones de barra de colores ubicados en la
barra horizontal inferior de ProGeo3D, pueden asignarse colores a los distintos objetos
gráficos. Cuando se guarda el archivo de la aplicación, estos colores quedan registrados
para cada objeto gráfico dentro de la cola de la etiqueta CONSTRUCTION.

A continuación se enlistan los nombres de los colores en el mismo orden en que apa-
recen de izquierda a derecha en la barra de colores. En la columna Base se muestran los
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códigos para los colores básicos o principales (los que están en la segunda fila en el panel
de colores). También se muestran sus versiones strong (los que están en la primera fila
en el panel), y sus versiones soft (aquellos en la tercera fila). La tabla 4.1.4.1 presenta los
colores para el fondo claro, mientras que la 4.1.4.2 presenta aquellos para el fondo oscuro.
Como recordatorio, se mencionó que cada color base tiene una versión suave y una fuerte.

Para presentaciones con fondo claro (el presentado por defecto):

Color Base strong soft
gris_descartes 989898 4F4F4F CBCBCB

rojo EE1020 CE0000 F6878F
naranja F08000 D23500 F7BF7F

amarillo_oscuro E0D040 B69C07 EFE79F
verde 00DD60 00B119 7FEEAF

turquesa 40D0D0 079C9C 9FE7E7
azul_descartes 4080DD 0735B1 9FBFEE

morado EE0088 CE003D F67FC3
rosa EE8080 CE3535 F6BFBF

fuerte 020202 020202 999999

Tabla 4.1.4.1: Tabla de código de colores hexadecimal para fondo claro.

Color Base strong soft
gris_descartes 989898 D7D7D7 6B6B6B

rojo EE1020 FF4F5F A70B16
naranja F08000 FFBF3F A85A00

amarillo_oscuro E0D040 FFFF7F 9D922D
verde 00DD60 3FFF9F 009B43

turquesa 40D0D0 7FFFFF 2D9292
azul_descartes 4080DD 7FBFFF 2D5A9B

morado EE0088 FF3FC7 A7005F
rosa EE8080 FFBFBF A75A5A

fuerte CCCCCC FFFFFF 8F8F8F

Tabla 4.1.4.2: Tabla de código de colores hexadecimal para fondo oscuro.

Note que los colores base son los mismos en ambos fondos, salvo el color de nombre
fuerte, que cambia con el fondo para asegurar un mejor contraste en ambos fondos. Los
de la columna Base son los colores principales de ProGeo3D (los de la segunda línea en el
panel de colores). Pero, como se mencionó, para cada color base hay una versión suave
(cuyo nombre es el nombre del color base seguido del sufijo _soft), así como una versión
fuerte (cuyo nombre es el nombre del color base seguido del sufijo _strong). Por ejemplo,
el nombre del color superior de la octava columna es morado_strong, el del color de en-
medio en la misma columna es morado y el inferior de la misma columna es morado_soft.
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La versión fuerte es el color correspondiente pero que aparece en la fila de hasta arriba, y
el color suave es el correspondiente pero en la fila inferior.

4.2. Objetos gráficos principales y asociados

En ocasiones no corresponde el número de objetos gráficos añadidos por el usuario
y los que aparecen en el archivo de aplicación. Ello responde a que, para que ProGeo3D
pueda construir un determinado objeto gráfico, en ocasiones es necesario que agregue
otros objetos gráficos asociados y necesarios para la construcción del deseado.

En el apartado sobre los botones de la barra de constructores geométricos de ProGeo3D
se describen cuántos objetos gráficos se agregan para cada uno de los botones en condi-
ciones determinadas, bajo qué condiciones se pueden agregar más o menos objetos gráfi-
cos, etc. Por ejemplo, si un segmento se traza de un punto existente a otro, esto se traducirá
en el archivo de aplicación a sólo agregar un elemento con identificador L_ y función aso-
ciada newS al bloque CONSTRUCTION. No obstante, si los puntos extremos del segmento
no están definidos, entonces al agregar el segmento y guardar, el archivo contendrá dos
elementos newCnstrGCtrl (los puntos extremos del segmento recién creados al vuelo) y
el elemento newS (el segmento como tal).

Este comportamiento es intencional, ya que permite una resolución más fina de los
objetos que constituyen una construcción. Es decir, se puede revisar la construcción ob-
jeto por objeto, en lugar de por grupos de objetos.

Es importante estar consciente de este comportamiento de ProGeo3D por dos razones:

El usuario puede notar que el número de veces que usó los botones de la barra dere-
cha de constructores para agregar objetos gráficos puede ser menor que el número
de renglones en el bloque CONSTRUCTION del archivo guardado, que a su vez co-
rresponde al valor tras la línea nNOG=.

Al deshacer la adición de objetos gráficos, en ocasiones es necesario pulsar el bo-
tón Deshacer más veces de las esperadas. Ello responde a que Deshacer deshace los
objetos gráficos uno por uno (va deshaciendo de renglón en renglón en el bloque
CONSTRUCTION) como ya se mencionó en la funcionalidad de los botones desha-
cer / rehacer.

Para el ejemplo del segmento construido a partir de puntos no definidos previa-
mente, aunque la acción del usuario haya sido agregar un segmento, al pulsar Des-
hacer la primera vez, se retira el segmento, pero los puntos extremos recién creados
al vuelo aún quedan. Es necesario presionar dos veces más Deshacer para retirar
cada uno de dichos puntos.

Así pues, en ocasiones, cuando se requiere deshacer algún objeto de la construcción,
conviene pulsar Deshacer más veces hasta asegurarse de haber retirado todos los objetos
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asociados al objeto principal que se quiere retirar. En caso que se haya pulsado Desha-
cer más veces de lo necesario y se hayan retirado objetos gráficos que no se desea perder,
siempre se puede pulsar el botón Rehacer hasta recuperar sólo los que se desea que per-
duren en la construcción.

Y en relación con la funcionalidad de Deshacer, si se han deshecho constructores, y
posteriormente se agrega uno nuevo mediante la barra de constructores geométricos, se
perderá la memoria de los objetos que se pueden rehacer. De tal suerte que el botón Reha-
cer no recuperará los deshechos si se agregó ya uno nuevo.
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5
Contenido de ProGeo3D

ProGeo3D se encuentra como parte de un archivo zip, mismo que se encuentra en
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.zip. El editor de geo-
metría como tal se lanza con el archivo web ProGeo3D.html, y este archivo se encuentra
en la raíz de dicho archivo zip. Además, hay otros archivos y carpetas asociados al proyec-
to, de los cuales el usuario final no debe preocuparse, y que por lo mismo quedan fuera
del alcance de este libro. Sin embargo, hay otros archivos dentro de carpetas en ese zip
que se requieren para el funcionamiento interno del editor de geometría, o bien consisten
en ejemplos interesantes para que el usuario los revise. Este capítulo se dedica principal-
mente a la revisión de esos archivos.

5.1. La herramienta como tal

ProGeo3D es un archivo html que consiste en una herramienta para generar construc-
ciones geométricas dinámicas (euclidianas y proyectivas) en dos y tres dimensiones.

Esta herramienta presenta grandes ventajas al proporcionar, tanto en 2D como en 3D,
herramientas poderosas de geometría tanto métricas como de incidencia. La presente do-
cumentación puede apoyar al nuevo usuario en el uso general de esta nueva herramienta.

5.2. El papel de DescartesJS

ProGeo3D, como editor de geometría dinámica de carácter didáctico, se construyó en
una herramienta de autor orientada a profesores particularmente de matemáticas y física
llamada DescartesJS. Esta herramienta está escrita en JavaScript, es de uso libre, y puede
descargarse de http://descartes.matem.unam.mx/. ProGeo3D puede verse como una es-
cena de Descartes, sólo que de una complejidad considerablemente mayor a las escenas
promedio.

El funcionamiento interno de ProGeo3D depende de una gran cantidad de funciones,
matrices, etc. creadas en DescartesJS. Estos objetos de programación se compendian en
una serie de archivos incluidos en la carpeta biblioteca que se encuentra en la raíz del
archivo zip.
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https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.zip
http://descartes.matem.unam.mx/
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5.3. Sugerencias de uso

Dado que ProGeo3D es un archivo .html, puede ser visualizado en un navegador. Los
navegadores recomendados son Chrome y Firefox. También puede ser abierto directamen-
te desde DescartesJS y, de hecho, es recomendable usarlo desde dicho programa.

5.3.1. ProGeo3D en un navegador

Si se pretende usar a ProGeo3D sólo para hacer construcciones rápidas, verificación de
tal o cual propiedad geométrica, etc., lo más cómodo es abrir el archivo ProGeo3D.html,
proporcionado en la instalación, en un navegador.

Cuando se trabaja en un navegador en una computadora es posible guardar las cons-
trucciones como un archivo .pg3 local, e incluir las construcciones en proyectos.

Cuando se trabaja en un navegador en un dispositivo móvil, puede darse el caso de
que el archivo .pg3 no se pueda guardar directamente (dependiendo del sistema operati-
vo usado), pero la funcionalidad de guardar permitirá copiar el texto interno de la cons-
trucción, el cual el usuario podrá manualmente pegar y guardar en algún otro editor de
texto.

Es preciso notar que para un funcionamiento óptimo de las construcciones guardadas,
es preciso que si el usuario manipula los archivos de texto (los archivos con extensión pg3),
los guarde en codificación UTF-8. De hecho, si el editor de texto permite guardar en UTF-8
sin BOM, es mejor usar esta opción. Nuevamente, se recuerda que una buena opción de
editor es Notepad++ (https://notepad-plus-plus.org/).

5.3.2. ProGeo3D desde DescartesJS

Si se pretenden hacer construcciones más complicadas y guardarlas como un proyec-
to, puede ser más recomendable abrir el archivo ProGeo3D.html de ProGeo3D desde Des-
cartesJS y trabajar desde ahí.

La interfaz de ProGeo3D.html es la misma si se abre en un navegador o en DescartesJS.

5.4. Los archivos asociados de ProGeo3D

ProGeo3D está compuesto por varios archivos. Para revisar los archivos conviene des-
cargar completamente el contenido de dicho archivo comprimido a alguna carpeta de la
computadora. A continuación se desglosan sus contenidos.

5.4.1. Los archivos en raíz

Como ya se ha mencionado, el archivo ProGeo3D.html es el lanzador de ProGeo3D.
El archivo index.html es una copia del ProGeo3D.html, pero se incluye pues es el que se

https://notepad-plus-plus.org/
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abre por defecto en caso que la dirección url sólo incluya la carpeta y no el archivo html
específico que habrá de abrirse.

El archivo pg3d_info.xml es un archivo que incluye la información mostrada en el pa-
nel panel de información / ayuda.

El archivo pg3viewer.xml es un archivo auxiliar (una versión reducida de ProGeo3D.html
que sólo se encarga de visualizar construcciones existentes en lugar de incluir todo el có-
digo para desarrollar una construcción) que sirve para presentar la escena a exportarse
como imagen png bajo la funcionalidad del botón para imprimir una construcción.

El resto de los archivos a este nivel pueden ignorarse. El usuario no los ocupará, pero
son indispensables para el correcto funcionamiento de ProGeo3D y no deben borrarse.

5.4.2. Los archivos de motor

Como se mencionó anteriormente, son una serie de archivos de texto en codificación
UTF-8 (sin BOM) que se encuentran en una carpeta biblioteca a la misma altura que el
de ProGeo3D. Estos archivos contienen los comandos internos necesarios para que Pro-
Geo3D funcione correctamente.

La forma en que ProGeo3D manda llamar a este archivo es mediante una definición de
DescartesJS conocida como Biblioteca. Cuando se guarda el archivo .html de ProGeo3D en
el programa DescartesJS, esta biblioteca genera un script al final del archivo ProGeo3D.html.
Si requiere más información respecto a la funcionalidad de biblioteca de DescartesJS, con-
sulte la documentación de DescartesJS.

El usuario no requiere interactuar con estos archivos. Ellos son más del interés de de-
sarrolladores.

Cuando se hacen cambios subsecuentes en la funcionalidad de ProGeo3D para generar
mejores versiones, éstos suelen involucrar modificaciones en estos archivos.

Adicional a estos archivos de motor, hay otros en la carpeta macros que también se
encargan de funciones internas del programa.

5.4.3. Los macros

Éstos son archivos de texto que DescartesJS lee para crear gráficos a partir de una serie
de instrucciones o algoritmos que se encargan de trazarlos. En ocasiones resulta más útil
usar macros para trazar gráficos genéricos que trazarlos directamente. Los macros con-
siderados en ProGeo3D se encargan básicamente del trazado de líneas, curvas, flechas, y
otros objetos gráficos tanto en espacios 2D como en 3D.

5.4.4. Los íconos

Existen varios íconos en formato svg que son los que componen la vista gráfica de los
elementos de interacción de ProGeo3D (los botones de las barras superior e inferior, y los
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de los controles de manipulación de escala y posición, por ejemplo). Éstos se encuentran
en un par de carpetas icons_black y icons_white a la altura del archivo html de ProGeo3D.

5.4.5. Las imágenes

Hay varias imágenes en formato svg que corresponden a aquellas de los botones de
construcciones geométricas y que se encuentran en la barra vertical de menús a la derecha
de la herramienta. Se encuentran en la carpeta images a nivel de raíz de ProGeo3D.

5.4.6. La librería y otros archivos asociados

ProGeo3D fue construido dentro del editor de DescartesJS. Para que las escenas html
construidas en dicho editor funcionen en un navegador, requieren un archivo descartes-
min.js, conocido como librería o intérprete, dado que interpreta ciertos comandos de las
escenas para su correcta visualización en los navegadores. Este archivo se ubica en la car-
peta lib a nivel raíz de ProGeo3D.

Este archivo está sujeto a cambios. Cuando el editor de DescartesJS se abre y detecta
una versión nueva de este archivo en la red, aparece un diálogo que sugiere bajar la nueva
versión. Siempre es buena idea aceptar las actualizaciones. También se puede bajar el ar-
chivo directamente de la dirección https://arquimedes.matem.unam.mx/Descartes5/lib/
descartes-min.js.

Además de la librería descartes_min.js, la carpeta lib ubicada a nivel raíz puede conte-
ner otros archivos con funciones específicas como la generación de sonido (si fuera nece-
sario incluir sonidos), y especificaciones de colores.

5.4.7. Las carpetas _ejemplos_ y _fotos_

La carpeta _ejemplos_ incluye escenas pg3 ejemplares de construcciones, que se pue-
den cargar mediante la funcionalidad del botón abrir.

La carpeta _fotos_ consiste en un lugar para almacenar imágenes que podrían even-
tualmente ser incluidas.

5.4.8. La carpeta tutorial

Dentro de esta carpeta se guardan los archivos pg3 correspondientes a las construc-
ciones mostradas en el panel tutorial.

5.5. Atajos en la dirección URL

Los archivos ProGeo3D.html y index.html en la raíz de los archivos del zip de ProGeo3D
(que en realidad son uno copia del otro) permiten el uso de ciertas etiquetas en la direc-
ción url, con el fin de poder abrir una escena directamente. Esto resulta útil cuando se

https://arquimedes.matem.unam.mx/Descartes5/lib/descartes-min.js
https://arquimedes.matem.unam.mx/Descartes5/lib/descartes-min.js
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desea enviar un vínculo para que ProGeo3D en web abra directo una escena, en lugar de
indicar al destinatario las instrucciones y ruta para abrirla.

Las etiquetas a introducir en el navegador pueden ser dos, y se escriben después del
archivo html.

?view=<ruta al archivo>. Por ejemplo, https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/
ProGeo3D/ProGeo3D.html?view=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3 abrirá di-
rectamente la construcción Construccion_de_la_bisectriz.pg3 ubicada en la carpeta
de tutorial.

La apertura de este archivo será en modo de exploración (debido a que en la
etiqueta se usó la palabra view), que es el mismo que el descrito en el apartado modo
tutorial. Es decir, no se contará con la barra de constructores geométricos ni la barra
horizontal inferior. Si se desea regresar al modo de edición, basta pulsar el botón de
engrane, como descrito en el botón mirar / editar.

?edit=<ruta al archivo>. Note que es igual al caso anterior de view, sólo que en su
lugar se usa edit. Por ejemplo, https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/
ProGeo3D.html?edit=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3

Cuando se usa la palabra edit, el archivo se abre en modo de edición, haciendo
disponibles la barra de constructores geométricos y la barra horizontal inferior para
poder hacer edición. En la barra superior se puede editar el título y se tiene acceso a
los botones de guardado y otros que están ocultos en el modo de exploración.

Note que los ejemplos antes mencionados sirven cuando ProGeo3D se encuentra pu-
blicado en un servidor. En caso de intentar estos ejemplos en local, debido a cambios de
seguridad reciente en los navegadores, el navegador no podrá leer los archivos de biblio-
tecas o construcciones.

https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.html?view=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.html?view=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.html?edit=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/ProGeo3D/ProGeo3D.html?edit=tutorial/Construccion_de_la_bisectriz.pg3
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