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Sobre la herramienta

1.1. ;Qué es Cuerpos en Movimiento?

Cuerpos en Movimiento, abreviado CenM, es una escena digital interactiva creada en
Descartes]S, que simula modelos mecénicos mediante el formalismo Euler-Lagrange de la
mecdnica analitica. Los archivos para su uso, asi como algunos modelos predisefiados, se
pueden descargar de https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/CuerposEnMovimiento.

zip

Como cualquier escena interactiva de Descartes]S, puede correrse en el editor mismo
de DescartesJS, o bien como un archivo htmlen un navegador.

Mas alla de un objeto ludico, CenM ha sido creado con el objeto de favorecer que pro-
fesores y alumnos, tanto de licenciatura como de preparatoria, tengan una herramienta
mads para profundizar en el conocimiento de la mecénica cldsica y analitica.

Como se menciona en el apartado que trata sobre la presente documentacion, tanto
esta documentacién como el programa al que documenta requieren dominio de algunos
temas algo avanzados. En este sentido, estd mds dirigido a nivel licenciatura, pero puede
llegar a ser usado también para explicar algunos conceptos bésicos de mecénica a nivel
preparatoria. Esto se puede consultar en el apartado sobre posible usos de Cuerpos en Mo-
vimiento.

Es importante también conocer algo sobre el programa en que fue creado este simu-
lador mecénico. Ello se puede consultar en el apartado sobre Descartes]S.

1.2. Sobre Descartes]S

Descartes]S es un editor de escenas digitales interactivas libre, y que se puede descar-
gar de https://descartes.matem.unam.mx. Las escenas generadas en dicho programa son
archivos html que pueden visualizarse en un navegador. Cuerpos en Movimiento es una
escena de este tipo.

Se sugiere al usuario que busque conocer més sobre el funcionamiento interno de
Cuerpos en Movimiento, e inclusive aventurarse a modificar el c6digo, adentrarse antes
en Descartes]S. Para dicho propésito, puede consultar la documentacién técnica de dicho
editor en https://descartes.matem.unam.mx/doc/Descartes]S.


https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/CuerposEnMovimiento.zip
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/CuerposEnMovimiento.zip
https://descartes.matem.unam.mx
https://descartes.matem.unam.mx/doc/DescartesJS

2 Sobre la herramienta

1.3. Cémo lanzar Cuerpos en Movimiento

El archivo CuerposEnMovimiento.html es el responsable de lanzar la herramienta. Es
un archivo generado en Descartes/S. Aunque es un archivo de navegador, hay algunos de-
talles a considerar para poder lanzarlo correctamente.

Algo importante a tener en mente es que, debido a cambios recientes de privacidad
de los navegadores, no se permite que un archivo de navegador tenga acceso a archivos
locales del ordenador, a menos que esto ocurra dentro de un servidor. Y Cuerpos en Movi-
miento requiere de archivos asociados como se describe en el apartado sobre el capitulo
5.

Asi, si se desea usar la herramienta dentro de un servidor, simplemente se hace re-
ferencia al archivo html. Por ejemplo, con el vinculo https://descartes.matem.unam.mx/
ejemplos/CuerposEnMovimiento/CuerposEnMovimiento.html.

Sin embargo, si se intenta abrir el archivo de forma local en un ordenador, no sera po-
sible. Para usarlo localmente, es preciso abrirlo dentro de la herramienta Descartes]S. Pos-
teriormente, si de desea, se puede subir a un servidor, con todos sus archivos asociados, y
desde ahi serd posible abrirlo en un navegador.

1.4. Sobre la presente documentacion

La presente documentacion estd destinada principalmente a profesores y alumnos in-
teresados en abordar aspectos de la mecénica analitica, y a generar propios modelos me-
céanicos. Para poder lograrlo, y para entender el funcionamiento del simulador, es preciso
contar con un cierto dominio de la mecanica analitica.

Dos aspectos fundamentales son el formalismo de Euler-Lagrange y el método Runge-
Kutta de orden 4 para integrar numéricamente, mismos que se tratan en el apartado sobre
el motor de Cuerpos en Movimiento.

Esta documentacion no es estdtica. Cuerpos en Movimiento esta en constante cambio.
Ya sea por mejoras o correccion de errores, dicho programa cambia constantemente. De
tal suerte que la presente documentacion también estd sujeta a cambios. Por lo mismo
se sugiere al usuario descargar de forma periddica nuevas versiones de la documentaciéon
del sitio https://descartes.matem.unam.mx/doc/CenM.


https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/CuerposEnMovimiento/CuerposEnMovimiento.html
https://descartes.matem.unam.mx/ejemplos/CuerposEnMovimiento/CuerposEnMovimiento.html
https://descartes.matem.unam.mx/doc/CenM

Usando Cuerpos en Movimiento

En este capitulo se trata el uso como tal de la herramienta Cuerpos en Movimiento. Por
lo mismo, se enfoca en el uso de los controles disponibles.

En la Figura 2.1 se muestra la herramienta al abrir.

= Movimiento planetario 1 m

> 29 M T ® 5 N @

Figura 2.1: Cuerpos en Movimiento al abrir.

En el margen superior se muestra centrado el titulo del modelo en cuestion. Este mar-
gen también alberga un botén de mentu en su extremo izquierdo, mediante el cual el usua-
rio puede elegir un modelo de la lista de modelos disponible. Los archivos individuales de
cada modelo se encuentran en la carpeta models.

En el margen inferior se encuentran varios botones con funciones que van de controles
de animacioén a visualizacién y edicion del sistema mecdnico.

2.1. Los controles de Cuerpos en Movimiento

—
» = Menii. Este bot6n cubre la pantalla con una pégina que enlista los sistemas di-
namicos disponibles, como se puede observar en la Figura 2.2.

3



Usando Cuerpos en Movimiento

= TABLA DE CONTENIDOS
[Movimiento planetario [
Movimiento planetario 2
Barra pendular

Péndulo con muelle

Cosa rara

Péndulo deslizante
Trampolin

Trampolin pelota

Péndulo doble

Péndulo doble barras masivas
Péndulo doble realista
Péndulo triple

Tres cuerpos

Figura 2.2: El menu de sistemas dindmicos lanzado por el boton de menti.

Como se puede observar, este boton estd también presente en el extremo superior
izquierdo del menu en caso que se desee cerrar el mismo.

En el ment basta pulsar en algiin modelo para cerrar el menu y cargar el modelo
pulsado. Si se visita nuevamente el menu, el modelo visitado se encuentra remarca-
do por un recuadro amarillo.

m Documentacion técnica. Este boton lanza en un navegador la documentaciéon
técnica de la herramienta, que es el mismo documento que se estd revisando, y cuya
direccion enlared es https://descartes.matem.unam.mx/doc/CuerposEnMovimiento.

> / [”] Animar / Pausar. Este par de botones, que ocupan el primer lugar en el
margen inferior, se usan para animar / pausar el sistema.

Cuando hay una animacioén en curso, los botones Borrador, Reinicio, Introduccion
de pardmetros, Introduccion de condiciones, y el Modo de edicién grdfica se encuen-
tran inactivos; y el botén pausar se encuentra visible.

&

= Borrador. Algunos objetos del sistema mecénico se encuentran dispuestos para
dejar un rastro de su trayectoria. Este boton se encarga de borrar cualquier rastro asi
dejado.

O Reinicio. Transcurridos cambios debidos a una animacion, este boton regresa a
las ultimas condiciones del sistema dictadas por el usuario antes de haber animado.


https://descartes.matem.unam.mx/doc/CuerposEnMovimiento
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M
Introduccion de pardmetros. Este boton lanza un panel, como el mostrado en

la Figura 2.3, donde se pueden visualizar los pardmetros del sistema. Los pardme-
tros tipicamente involucran elementos como las masas, constantes tales como de
resorte o de gravitacion, e inclusive abreviaturas de cantidades.

/1]

2=9.81 aceleracion de la gravedad
M=5 masa de la primera bola
L=2 longitud de la primera barra
m =3 masa de la segunda bola
=15 longitud de la segunda barra
u=4 masa de la segunda bola
A=11 longitud de la segunda barra
M_m_p : M+m+u
M_m_pl =M_m_p-L M_m_p-L
m_pt =m+p m+p
m_pl =m_u-l m_p-l
Ll =L L
Li=LA LA
A=A I-A
HA = el
Aceptar ‘ Cancelar ‘

Figura 2.3: El panel de pardmetros. Obsérvese el campo de texto de edicién activo para
uno de los pardmetros.

Obsérvese que el panel de introduccion de pardmetros incluye datos del sistema.
Tanto el nombre de los pardmetros, como sus valores y su descripcion son tomados
del archivo del modelo en cuestion.

Es posible modificar el valor de alguno de ellos pulsando en su valor actual. Con
ello aparece un campo de texto, que se puede editar, pulsar ENTERy luego el bot6n
Aceptar del panel, con lo que el campo queda actualizado.

Mientras se muestra este panel, todo botén ajeno al mismo queda oculto. Por lo mis-
mo, es preciso cerrarlo antes de poder usar cualquiera de ellos.

Los parametros involucrados, asi como sus datos de valor y descripcion, no se defi-
nen de origen en la herramienta como tal, sino en el bloque PARAMETERS del archi-
vo de modelo.

» " Introduccién de condiciones. Este boton lanza un panel, similar al de parame-
tros, pero en donde se pueden consultar y editar las condiciones del sistema. Por
condiciones se entienden las coordenadas y velocidades del sistema. En la Figura
2.4 se muestra un ejemplo de dicho panel.

Aligual que para el panel de pardmetros, es posible editar el valor de alguna variable
pulsando en el mismo. Con ello se despliega el campo de texto correspondiente, que
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A= pil3 dngulo de la primera barra
W= 0 velocidad angular de la primera barra
a= dngulo de la segunda barra
w= 0 velocidad angular de la segunda barra
a= 4pi/5 dngulo de la segunda barra
w= 0 velocidad angular de la segunda barra
Aceptar ‘ Cancelar ‘

Figura 2.4: El panel de condiciones del sistema.

se usa igual que en el otro panel para cambiar algiin valor.

También como el otro panel, éste cubre todos los botones. De tal suerte que hay que
cerrarlo antes de poder echar mano de alguno de ellos.

Las condiciones involucradas, asi como sus datos de valor y descripcion, no se defi-
nen de origen en la herramienta como tal, sino en el bloque CIs del archivo de mo-
delo.

] -
® / ® Mostrar / Ocultar vectores de velocidades. Cuando el ojo sin tache esta
visible en el botdn, se trazan flechas correspondientes a las velocidades de los obje-
tos. Cuando se pinta el ojo tachado, dichas flechas no se trazan.
Es util en ocasiones trazar las velocidades para entender mejor el comportamiento
de un sistema. Sin embargo, sillegan a estorbar, se puede ocultar con este botén.

@ / x Mostrar / ocultar panel de energias. Cuando se muestra el ojo sin tachar,
también se muestra un panel con informacién sobre las energias, como el de la Fi-
gura 2.5.

E, = (M_m_p-(L-W)>+m_p-(I'w)*+p-(A-@)?)2+m_p-LI-W-w-cos(A-a) +p-@-(LA-W-cos(A-a) +1-w-cos(a-a))
E. =0
E = -(M_m_uL-cos(A)+m_pl-cos(a)+ui-cos(a))-g

E, = —82.79959

E=E + E, = -82799590 DE = 0.000000

Figura 2.5: Ejemplo del panel con informacién sobre las energias.
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Este panel muestra la expresion de la energia cinética (Ey) y potencial (E)) del siste-
ma. Por expresion nos referimos a la variables de las que depende y como se operan.
Adicionalmente, se muestra el valor numérico de ambas energias. Y, finalmente,
también muestra la suma de ambas (E = Ej + Ej). El valor DE corresponde al error
maximo numérico cometido durante el proceso de integracion. Esto es, la diferencia
absoluta maxima respecto al valor de la energia total del sistema previo a la anima-
cién. Para todos los valores se muestra un maximo de seis cifras significativas.

Las expresiones de las energias se proporcionan en el bloque de energias, dentro del
archivo .dat del modelo.

. N Mostrar / ocultar valores del sistema. Si el icono del boton aparece sin ta-
che, se muestra un panel con los valores actuales de las variables del sistema, como
en la Figura 2.6.

4 ™
A= 1.047198
W = 0.000000
a= 1.570796
w = 0.000000
a= 2513274
@ = 0.000000

\ A

Figura 2.6: Ejemplo de una parte del panel con valores numériocs del sistema.

Estas variables son las mismas del panel de introduccion de condiciones. S6lo que en
este panel, los valores de dichas variables no son editables.

En ocasiones puede ser ttil ver los valores numéricos de una variable en tiempo real
durante una simulacién. Es para ello que se utiliza este panel.

& / v Modo de edicién grdfica. Este bot6n alterna también entre dos modos. Si
el boton muestra la x, es posible editar graficamente las coordenadas de los objetos
moviles. Si muestra v, es posible editar graficamente las velocidades.

Este botdn se encuentra inactivo durante una animacion, por lo que es preciso de-
tenerla si estd en curso y se desea alterar algo en el sistema.

En el modo de edicién de coordenadas, es posible pulsar y arrastrar los objetos de-
clarados como mdviles. Es decir, aquellos cuya posicién se encuentra definida por
medio de variables en el panel de condiciones del sistema.

En el modo de edicién de velocidades, éstas aparecen como flechas, cuyas puntas
se pueden pulsar y arrastrar también.
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2.2. Detalles a considerar sobre el uso de Cuerpos en Movi-
miento

A continuacién se mencionan algunos puntos importantes sobre los controles recien-
temente descritos y el uso de la herramienta.

2.2.1. Sobre los distintos modos de edicion de condiciones del sistema

Las condiciones del sistema se pueden editar de dos formas: mediante el bot6n de in-
troduccion de condiciones, o bien mediante el modo de edicion grdfica, ya sea de coorde-
nadas o velocidades. El modo de edicion grafica permite mover manualmentelos objetos,
lo cual es deseable cuando se quiere hacer un cambio rdapido en el sistema. Estos cambios
ahorran al usuario tener que, por ejemplo, descomponer mentalmente un vector en coor-
denadas. No obstante, de quererse hacer un cambio fino y preciso en algin valor, ello se
logra mejor mediante el panel de introduccién de condiciones. De cualquier forma, hay
que tener presente que cuando se hace un cambio mediante cualquiera de las dos formas,
ello se vera reflejado en la otra forma también.

Los valores de coordenadas, velocidades y energias mostrados en Cuerpos en Movi-
miento no cuentan con unidades, con el fin de dejar m4s libertad al usuario de manejar
las de su eleccion. Asi pues, cuando se imprime un valor, no debe sorprender que sélo
aparece el numero en cuestion.

2.2.2. Sobre las flechas de velocidades

Las flechas mostradas tanto en el modo de mostrado de vectores de velocidades como
en el modo de modo de edicion grdfica cuando se encuentra en el modo de velocidades,
son de caracter representativo. Esto es, la longitud de una flecha representa una veloci-
dad, y una crece proporcional a la otra. De tal forma que no debe tomarse la longitud en
unidades dadas de una flecha directamente como el valor de una velocidad.

Por otra parte, las velocidades tan pequefias como para ser consideradas despreciables
no se muestran. Y, en el caso de edicion grafica de velocidades, si un objeto muestra un
punto en lugar de una flecha, éste representa a una flecha de tamafio casi nulo. Por lo
mismo, se puede pulsar y arrastrar para modificar graficamente a la velocidad en cuestion.

En modelos que dependen de una barra, como los tipo pendulares, las velocidades de
los extremos de la barra estdn constrefiidas a velocidades angulares. Es decir, las flechas
arrastrables asociadas a las velocidades estdn constrefiidas a ser siempre perpendicula-
res a la barra misma, atn cuando las velocidades reales (aquellas mostradas en el modo
mostrar vectores de velocidades) no respetan dicha constriccion.
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2.2.3. Parametros auxiliares

Es posible introducir expresiones auxiliares como parte de los pardmetros usando el
botén introduccion de pardmetros. Ello se realiza en el archivo del modelo, por lo que se
aborda mads a fondo en el contenido de dicho archivo. Sin embargo, se hace la mencién
aqui pues se considera pertinente el usuario se percate de esta posibilidad.

Para ejemplificar la utilidad de esto, considere el péndulo triple, en el que la energia
potencial depende de un término (M + m+ ) L. En cada paso de integracion, es necesario
calcular primero esta triple suma y luego la multiplicacién por L. Y este valor no cambia-
r4, pues depende sé6lo de constantes. Asi, resulta ttil definir un pardmetro M_m_ulL que
albergue esta informacion. Funciona algo asi como una variable del programa que no al-
tera su valor dadas ciertas condiciones. Y ahorra operacion al animar el sistema, lo que se
traduce en un mejor desempefio al animar el sistema.

Ademads de poder introducir expresiones como la mencionada, también es posible
usar una notacion alternativa para operaciones y letras correspondientes a variables. Por
ejemplo, es posible usar el punto sustituyendo al asterisco para el producto. O usar un su-
perindice 2 directamente sin usar la notacion "2 para un cuadrado. Es posible usar letras
griegas como variables, como lo es u en el ejemplo. Todo esto ayuda a que las expresiones
de parametros, valores del sistema y energias puedan ser mas estéticas y legibles mate-
maticamente. Pero es importante mencionar que hay que usar los caracteres disponibles
y especificos de Descartes/S. En este sentido, se recomienda al usuario que busque echar
mano de esta funcionalidad, que revise los modelos incluidos en el archivo zip del conte-
nido de la herramienta, y que de ellos extraiga los caracteres para sus modelos propios.
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El motor de Cuerpos en Movimiento

En este apartado se trata el funcionamiento interno de célculo de Cuerpos en Movi-
miento. Es decir, el motor del mismo.

Debido a la periodicidad de su uso en el presente apartado, recordamos al usuario
que la notaciéon de un punto sobre una variable corresponde a la derivada de la misma

respecto del tiempo. Por ejemplo, @ = %a.

3.1. Archivos de biblioteca

Dentro de los archivos de instalacién, hay una carpeta biblioteca, 1a cual contiene ar-
chivos de texto correspondientes a bibliotecas generadas para Descartes]S. Se recuerda
que las bibliotecas se accesan, para un archivo html correspondiente a una escena inter-
activa de Descartes]S, en el selector Definiciones. El apartado sobre carpeta biblioteca en el
capitulo 5 contiene informacién mas detallada de cada biblioteca.

3.2. Elformalismo de Euler-Lagrange

Cuerpos en Movimiento echa mano del formalismo de Euler-Lagrange en la evolucion
temporal de los modelos dindmicos. La ecuacién de Euler-Lagrange nos dice:

0L d oL
=0

dq; drogi

En la ecuacion 3.2.1, L es el lagrangiano Ej — E), (la diferencia de la energia cinética

menos la potencial), g; es la i-ésima coordenada generalizada y ¢; es la velocidad genera-

lizada (o bien, la derivada temporal) correspondiente a la i-ésima coordenada generaliza-
da.

(3.2.1)

Cuando se requieren derivadas numéricas del lagrangiano respecto a una coordenada
y/o velocidad generalizada, éstas se hacen centrales y tomando un intervalo de 2¢ = 2 -
1075, Por ejemplo, para la i-ésima coordenada:

OL _ Ligi+©)~ Ligi —¢)
0q; 2€

(3.2.2)

11



12 El motor de Cuerpos en Movimiento

3.3. Laintegracion numérica

Para la evolucion del sistema en el tiempo, el usuario indica el paso de tiempo dt para
cada modelo. Cada paso de la animacién dista del anterior en dt. No obstante, el progra-
ma realiza, dentro de cada paso interno de la animacién, N pasos de integracion, donde N
también es especificado para cada modelo fisico. De esta forma, el programa no gasta re-
cursos de célculo pintando cada paso de la integracion. En su lugar, hace una integracion
muy fina (con diferenciales de tiempo 6 = %), pero s6lo pinta cambios cada N pasos de la
integracion numérica.

Cada paso de la integracion numérica del programa implementa un método de Runge-
Kutta de orden 4 para varias variables, donde dichas variables son las coordenadas gene-
ralizadas y sus momentos correspondientes. Primero que nada, es necesario guardar el
estado del sistema en el tiempo en donde se inicia el paso de la integracion. Conside-
rando que el sistema tiene n coordenadas generalizadas, los valores de las coordenadas y
momentos generalizados se guardan en un vector X de 2n entradas. Las primeras n entra-
das se reservan para las n coordenadas generalizadas. Las tiltimas n entradas son para los
n momentos generalizados. Por ejemplo, el valor de la i-ésima coordenada y del i-ésimo
momento al inicio del paso de integracion se guardan en X; y X, respectivamente. Los
valores de las coordenadas generalizadas en un determinado tiempo se guardan en un
vector g de n entradas; mientras que los momentos se guardan en un vector p también de
n entradas.

Es importante notar que, dado que al principio sélo se cuenta con los valores de coor-
denadas generalizadas (guardadas en el vector g ya mencionado) y velocidades generali-
zadas (guardadas en un vector gv de n entradas), los momentos generalizados habran de
calcularse a partir de las velocidades generalizadas. Para ello se echa mano de una matriz
cuadrada 7T, compuesta de los coeficientes para convertir un vector de velocidades en uno
de momentos. Es decir, el i-ésimo momento estd dado por p; = T;;4;. Dicha matriz se
define en el bloque de la matriz T, dentro del el archivo .dat del modelo.

Se extraen los valores de los coeficientes de k para cada coordenada y velocidad gene-
ralizada. Para un sistema con n coordenadas generalizadas, se tiene una lista de funciones
como la siguiente:

Cil :fl(t!qu-nrql’hpl)---)pn)

qn :fl’l(t)qu---)qn)pl)---)pn)

. (3.3.1)
pl’l :fn+l(ty QI»---;Qn,Ply---;Pn)

ljn :f2n(t;Q1,---,qn,Pl,---,pn)
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Es sobre dicha lista que se aplicard el método de Runge-Kutta, con el fin de obtener
una evolucion temporal para las q y las p. Asi, para cada variable (ya sea coordenada o
momento generalizado) se calculan sus 4 k:

ky=f(t,y)

h h
ko :f(t+ §’y+§kl)
(3.3.2)

h  h
ks :f(t+§,y+§k2)
ka :f(t+h,y+ hks)

Enla ecuacion 3.3.2, y es un vector que representa a todas las coordenadas y momen-
tos generalizados explicitamente marcados en la ecuacién 3.3.1.

Como para cada coordenada generalizada y velocidad generalizada se requieren 4 va-
lores de k segtin el método de Runge-Kutta, en el programa éstos se guardan en un arreglo
bidimensional K. La primera entrada de cada arreglo indica cudl de las cuatro k se esta
considerando. La segunda entrada del arreglo lleva el nimero de coordenada generaliza-
da, o bien del momento generalziado en cuestion. Similar al vector X, si la segunda en-
trada de K estd entre 1 y n, corresponde a una coordenada generalizada. Si es mayor que
n, corresponde a un momento. Por ejemplo, K; 3 lleva el valor de k; para la coordenada
generalizada g3, mientras que Kj 3+, guarda el valor de k; del momento ps, si el sistema
tiene n coordenadas generalizadas.

En general, la “pendiente’ de evolucion temporal para una coordenada generalizada
se obtiene sd6lo como la velocidad generalizada correspondiente. Por otra parte, aquella
para la evolucion temporal de un momento generalizado se obtiene como la derivada
del lagrangiano respecto a la coordenada generalizada correspondiente a la velocidad en
cuestion, segun la ecuacion 3.2.2. Ello se justifica considerando que, de la ecuacion 3.2.1

d . — OL
tenemos que g; pi = 5.

Una vez obtenidos las K iniciales para cada coordenada y momento generalizados, se
usan para calcular la evolucién temporal para un diferencial del tiempo 6/2. Por ejemplo,
el valor de la i-ésima coordenada generalizada se obtiene sumando el valor guardado de la
misma con el valordela Kj, ig. Esdecir, g; = X;+K;, ig. Elvalor del i-ésimo momento gene-
ralizado se obtiene sumando su valor guardado con Kj ;. ng. Es decir, p; = Xj4n+ Ky,i+ ng.
Posteriormente, se obtienen las velocidades generalizadas a partir de los momentos ge-
neralizados, previamente invirtiendo la matriz de conversion T. Es decir, g; = Tl.‘].1 pj- Se
puede consultar un ejemplo concreto el uso de la matriz T para la conversién entre mo-
mentos y velocidades generalizads en el apartado sobre un ejemplo concreto del uso de la
matriz T.

Nétese que se obtuvieron estimaciones intermedias de las coordenadas, momentos, y
velocidades generalizadas (las g guardadas internamente en el vector ¢, los p en el vector
p, y las g en el vector qv), asi como el valor k; para coordenadas y momentos. Esto es, al
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terminar este paso, las coordenadas y momentos gy p quedan con valores correspondien-

tes a una evolucion en el tiempo de g. Cada gy p queda con el valor tras hacer un paso

simple de integracién de tamafio g usando la k; para cada variable. Es decir, quedan listas

para ser usadas para el célculo de la k, de cada variable.

Ya contando con las estimaciones intermedias usando k;, se pueden usar para calcular
ko para todas las coordenadas y velocidades, repitiendo el proceso, pero considerando que
ahoralas gy pno son las originales guardadas en el vector K sino los valores tras hacer un
paso de integracion de tamafio %. Esto asegura que, al ahora calcular k», los argumentos
de la funcién f correspondiente no son ¢, qy,..., qn, P1,---, Pn, cOmo en el cdlculo original
para ki, sino  + g,ql + gkl,..., qn + gkl,pl + gkl,...,pn + gkl. Dado que es la k, de cada
coordenada y momento la que se estd calculando, los valores ahora se guardarédn en Kj ;
para la k, de la i-ésima coordenada generalizada y en K ;. para la k, del momento ge-
neralizado correspondiente. Ya que se tienen los valores de k,, nuevamente se estiman las
qy las p tomando el valor original guardado (en K) y sumdandole su k; correspondiente
por un diferencial de tiempo nuevamente de g. Y se vuelven a recalcular las velocidades
generalizadas para este paso a partir de sus momentos correspondientes usando 7.

Todo este proceso se repite otra vez para calcular las k3 de todas las variables, una
vez contando con la estimacion de las gy las p obtenida a partir de ky. La k3 de la i-ésima
coordenada y momento se guardan, respectivamente, en K3 ; y K3 ;+ . Las gy p se calculan
nuevamente, solo que ahora se toma diferencial de tiempo de &, ya que los valores de las
qy p se usaran ahora para calcular k4, el coeficiente para el final del intervalo.

En el dltimo paso se calcula k; de la misma forma, sélo que ahora se considero la esti-
macion correspondiente a un paso de integracion de tamano 6.

Para cada variable (coordenada o momento generalizado) se calcula su evolucién tem-
poral a partir de sus cuatro k correspondientes con la férmula de Runge-Kutta. Por ejem-
plo, para la i-ésima coordenada generalizada y su momento correspondiente se tendria:

0
qdiv1=¢qi+ E(Kl,i +2K,,; +2K3,; + Ky,)
(3.3.3)

o
pPiv1=pi+ 5 (Kiisn +2K2,i+1 +2K3,14n + Kayisn)

3.3.1. Lamatriz T: Un ejemplo concreto

A manera de ejemplo, considere la expresion de energia cinética del péndulo doble:

1
Ej = 5((M+ m) (Lq'l)2 +2mLlcos(q1 — q2)q1 G2 + m(lq’z)z) (3.3.4)

En la ecuacion 3.3.4, M es la masa conectada a la varilla principal, m es la de la co-
nectada a la secundaria, L es la longitud de la varilla principal, / la de la secundaria, q;



3.3 La integracion numérica 15

es la primera coordenada generalizada (el 4ngulo vertical de la varilla principal), g. es la
segunda coordenada generalizada (el 4ngulo vertical de la varilla secundaria), ¢, la velo-
cidad angular de la varilla principal, y ¢» la de la secundaria.

A partir de 3.2.1 tenemos que, para este ejemplo,

OE
pr=s- OBk = (M +m)L?G, + 2mLlcos(q1 — g2) G2
agl (3.3.5)
p2 = —~% = 2mLlcos(q1 — g2) G + mI2d»
aqz
Para este ejemplo, la matriz T seria simplemente:
2 —
(M+m)L mLlcos(qy — g2) (3.3.6)

mLIcos(q) — go) mil?

De tal forma que p; = T11p1 + Th2p2, y p2 = To1p1 + Topp2. Resumiendo usando la
notacion de suma de Einstein para subindices, p; = T;;q;.

Notese la simetria dentro del par de ecuaciones en 3.3.5, que se refleja en la simetria
de la matriz 3.3.6.

Cuando se requiere obtener las velocidades a partir de los momentos, se invierte la
matriz T, resultando en T~ . El célculo de la i-ésima velocidad generalizada seria entonces

ql Tz]P]

Es importante mencionar que los valores numéricos de la matriz T se guardan, in-
ternamente en el programa, en un arreglo bidimensional con nombre M. En el ejemplo
anterior no echamos mano de su nombre real para evitar una posible confusién con la
masa del primer péndulo. Igualmente, los valores de la matriz inversa de T se guardan,
internamente en el programa, en un arreglo bidimensional con nombre Minv.

3.3.2. Unresumen enumerado

A continuacion se presenta una lista que compendia, paso a paso, un resumen de los
célculos que ocurren en cada paso de integracion para un sistema con n coordenadas
generalizadas.:

1. Se calculan los valores de la matriz T (internamente al programa es la matriz M)
para el tiempo en cuestion.

2. Se calculan los valores del vector p de momentos generalizados a partir de las velo-
cidades generalizadas (p; = T;;q;).
Recordamos que, internamente al programa, las coordenadas generalizadas se guar-
dan en un vector g, las velocidades generalizadas g se guardan en un vector qv, y los
momentos en un vector p.
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. Se guardan los valores de las coordenadas y momentos generalizados en el vector X.

X; guarda el valor de g; y X;+, guarda el valor de p;.

. Se calcula el valor de k; del método de Runge-Kutta para coordenadas generalizadas

y momentos.

» k; dela i-ésima coordenada es ¢;. Internamente, K; ; = qv;.
= k; del i-ésimo momento es Kj j;, = g—;, con L=T-V.
1

Y se usan dichas K para evolucionar en el tiempo a las g y las p un intervalo §/2
respecto a los valores guardados al inicio del paso de integracion:

)

qi = X +Kl,i5
5 (3.3.7)

pPi= Xi+n + Kl,i+n§

Donde las g; ylas p; quedan con un valor correspondiente a la evolucién temporal.

. Se calculan los valores de las velocidades generalizadas ¢ (internamente, el vector

quv): q4; = Ti_jlp]"

. Se calcula el k, del método de Runge-Kutta, de la misma forma que la mencionada

en el paso 4, pero usando las g, py g ya evolucionadas mediante un paso de 6/2.
Es decir, se obtiene, para cada coordenada y momento, un k, = f(¢+ g, y+ gkl),
donde y representa un “vector” de coordenadas y momentos generalizados de los
que depende el sistema.

Nuevamente se evolucionan las g y las p como en la ecuacion 3.3.7 respecto al paso
de integracién, otra vez usando un paso de tiempo de §/2, pero ahora usando los
valores de g, py g obtenidos evolucionando en el tiempo con ky. Y se obtienen las
velocidades a partir de los momentos como antes.

. Se calcula el k3, usando las g, py g evolucionadas a partir de k.

Se usa este nuevo ks para evolucionar las gy p respecto a los valores guardados en
el vector X, ahora usando un paso 6.
Y se obtienen las g a partir de los p.

. Se calcular k4 como se hizo antes, pero considerando los nuevos valores de g, py g.

. Se usan los valores de las k, segiin la formula de Runge-Kutta, para estimar el valor

de las gy las p para el siguiente paso, como en la ecuacion 3.3.3.



Usos posibles de Cuerpos en Movimiento

En este apartado se analizan los usos potenciales del simulador Cuerpos en Movimien-
to, particularmente para cuestiones didacticas.

A continuacion se enlistan algunos problemas didacticos en que se considera se puede
aprovechar a Cuerpos en Movimiento:

= Poca familiarizacion con el concepto de vector.
La mecdanica requiere del concepto de vector para el manejo de diversas cantidades
(la velocidad en particular). Se podrian incluir, por ejemplo, velocidades represen-
tadas con flechas de tamafio correspondiente a la velocidad y en la direccion del
movimiento para que el alumno pudiera notar en qué puntos ésta es maxima o mi-
nima, puntos de retorno, etc.

= Poca familiarizacién con medidas angulares.
Principalmente en los sistemas que involucran objetos que rotan (por ejemplo, pén-
dulos), tanto los dngulos, pero mas las velocidades y aceleraciones angulares, son
conceptos que a veces no son tan naturales para alumnos que recién toman mate-
rias de mecdnica.

= La conservacion de la energia.
Esta propiedad se desprende de las leyes de Newton. Son, de hecho, parte funda-
mental dentro del formalismo de Lagrange y Hamilton que permiten simular un
sistema mecanico mediante un algoritmo. En el &mbito mecénico se restringe a la
suma de energia potencial y cinética, mismas que se podrian mostrar graficamente
conforme el sistema evoluciona.

= El principio de la minima accién.
Dentro del andlisis variacional, uno de los comportamientos de la naturaleza es la
tendencia a llevar cantidades a un extremo (normalmente un minimo). En el caso
dela accion, la tendencia es a minimizarla. De hecho, es posible obtener las leyes de
Newton a partir de este principio.

= La conservacién del momento.
Una de las propiedades més importantes, ain independiente de si el &mbito de un
sistema es o no relativista, es la conservacién del momento. Resulta, asi pues, un
concepto muy importante con el cual conviene familiarizarse. Y es también indis-
pensable en la deduccién de las leyes de Newton.

17
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El momento lineal total de un sistema en ausencia de fuerzas se conserva indepen-
dientemente de lo complejo del sistema en cuestion. Por ejemplo, el modelo pre-
cargado Péndulo deslizante puede permitir un anélisis e impresién del momento
conforme el sistema evoluciona con el tiempo.

Adicional al momento lineal, también se puede aprovechar el interactivo para mos-
trar el momento angular, especialmente en modelos de mecénica celeste como el
de Movimiento Planetario que se encuentra actualmente precargado en el interacti-
vo. Ademads, también permitiria una familiarizacién con operaciones entre vectores
como el producto cruz (dado que se puede calcular como r x p).

Desarrollo de intuiciéon mecanica. Es decir, desarrollo de una intuicién que permita
responder a preguntas tales como:

¢ ;Qué comportamiento se espera para un péndulo doble si la masa inicial es
mucho mds grande que la segunda masa?

* ;Qué se esperasi se llegara en un péndulo doble a una situacién en que la masa
mads masiva se encuentra cercana a su punto inferior y con poca velocidad?

» ;Como se comportaria el modelo precargado Péndulo deslizante si se suelta el
péndulo desde el reposo y la masa pendular es mucho mayor a la del bloque
deslizante?

* ;En qué condiciones, en particular en el Péndulo doble y Péndulo triple, el
cambio de la energia méxima aumenta drasticamente y por qué?

* ;Por qué todo el sistema en el ejemplo del Péndulo deslizante mantiene un des-
plazamiento relativamente homogéneo en una direccién (derecha o izquier-
da)? Expresado de otra forma, ;qué condiciones deben cumplir la velocidad del
bloque y la velocidad angular de la barra para que, por ejemplo, no se mueva
el sistema en conjunto horizontalmente?

e En el modelo planetario 1 en que el Sol se considera fijo, y dadas las otras con-
diciones iniciales, ;qué velocidad tangencial se le deberia dar al planeta para
que su velocidad sea siempre constante?

* Despreciando los errores de integracion, ;qué condiciéon deben cumplir las
condiciones iniciales para que cada uno de los objetos tracen curvas cerradas
en el modelo planetario 2? Recordando que en este modelo, tanto el Sol como
el planeta pueden moverse libremente.

* Disefie condiciones iniciales para el sistema de tres cuerpos en 2D de tal forma
que el Sol robe el satélite del planeta.

 El alumno puede practicar con las nociones sobre el tipo de energia en el mo-
delo planetario que debe manejar para obtener 6rbitas cerradas o no.

Este tipo de preguntas no necesariamente requieren cdlculos para ser respondi-
das, pero si requieren que el alumno internalice propiedades como conservacion
de energia en su razonamiento para su respuesta.



19

= Andlisis de sistemas con caos determinista.

A pesar de que los sistemas mecdanicos aqui considerados son deterministas (se pue-
de establecer su evolucion hacia un tiempo dado si se proporcionan las condiciones
iniciales), la sensibilidad a condiciones iniciales involucra el estudio del caos del sis-
tema. Un mismo péndulo doble al que se le cambia ligeramente alguna de sus con-
diciones iniciales evolucionard muy distintamente al original debido a que es caoti-
co. Podria eventualmente incluirse el exponente de Lyapunov con el fin de mostrar
como y por qué es una medida del caos de un sistema.

= Anadlisis del espacio fase.
La graficacion del momento contra la posicion de cada elemento del modelo permi-
tirfa conocer las condiciones tinicas de un sistema dado en un tiempo determinado.
Adicionalmente, permite una nocién mas clara de la razén por la cual, para un sis-
tema dado, la curva en el espacio fase no puede cruzarse a si misma, y se puede
relacionar esto con la unicidad de la solucién de las ecuaciones diferenciales aso-
ciadas.
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Sistema de archivos de Cuerpos en Movimiento

En este apartado se da una descripcion del sistema de archivos contenidos en el archi-
vo CuerposEnMovimiento.zip, de donde el usuario puede descargar toda la herramienta.

En este capitulo y en el que aborda la estructura de un archivo de modelo se hace re-
ferencia a archivos de texto en general. Estos archivos deben estar en una codificaciéon
UTE-8, de preferencia sin BOM, para el correcto funcionamiento de Cuerpos en Movimien-
to. Para ello, se recomienda el uso de un editor de texto tal como Notepad++, cuya pagina
es https://notepad-plus-plus.org/. La descarga de dicho editor es gratuita. Basta seleccio-
nar la opcion UTF-8 sin BOM del menu Codificacion de dicho editor para que cualquier
guardado subsecuente se encuentre en la codificacién adecuada.

También se recomienda habilitar la opcién que hace que se muestren las extensiones
de archivos. Algunos sistemas operativos por defecto ocultan las extensiones, lo que puede
resultar problemaético para el usuario que usa archivos generados directo por el mismo y
no mediante aplicaciones de terceros.

5.1. Las carpetas

5.1.1. La carpeta biblioteca

Esta carpeta incluye las bibliotecas necesarias para que el programa funcione adecua-
damente. Los archivos en la biblioteca son los siguientes:

= Constructors. Contiene las definiciones necesarias para generar nuevos objetos de
los modelos mecdnicos.

» [nvertMatrixM. Contiene las definiciones necesarias para generar la inversa de una
matriz.

» NumMthds. Contiene las definiciones necesarias para realizar la integral numérica
del sistema dindmico mediante un método muy similar a Runge-Kutta orden 4.

» ParamsCIs. Contiene las definiciones necesarias para el guardado y acceso de los
parametros de los objetos mecdanicos y las condiciones iniciales del sistema.

» TranslVars. Contiene las definiciones necesarias para traducir entre variables exter-
nas (coordenadas y velocidades nombradas por el usuario) e internas (el nombre
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dado a cada una internamente en el programa, y que tipicamente corresponde a
coordenadas y velocidades generalizadas).

» HandleModels. Contiene las definiciones necesarias para el correcto cargado y ma-
nipulacién de los distintos modelos dindmicos.

Estas bibliotecas son archivos de texto creados a partir de definiciones en el programa
Descartes]S, por lo que es necesario un entendimiento del mismo para poder editarlos en
caso que asi se desee.

5.1.2. Lacarpeta icons

Esta carpeta contiene los iconos de los botones de la herramienta. Son imagenes tipo
svg.

5.1.3. Lacarpeta lib

Esta carpeta contiene un archivo descartes-min.js. Este archivo, conocido como intér-
prete de Descartes]S es un archivo JavaScript necesario para que escenas generadas en
Descartes]S sean correctamente interpretadas dentro de navegadores.

Elintérprete de Descartes]S es un archivo que constantemente se modifica, segiin cam-
bios en la funcionalidad de Descartes]S. La tltima versién del mismo se puede obtener di-
rectamente usando dicha herramienta. Para més informacion al respecto se puede consul-
tar la documentacion de Descartes/S, disponible en https://descartes.matem.unam.mx/
doc/Descartes]S.

5.1.4. Lacarpeta macros

Esta carpeta contiene macros, o pequefias instrucciones graficas para facilitar el traza-
do de algunos objetos. Estos archivos son de tipo texto, y son generados también a partir
de instrucciones de Descartes]S.

En particular, el trazado de resortes, que sufren deformaciones al evolucionar un mo-
delo dindmico, esta realizado mediante un macro, mismo que se encuentra dentro de esta
carpeta.

Nuevamente, los macros de Descartes]S se pueden consultar en la documentacion téc-
nica de dicha herramienta.

5.1.5. Lacarpeta models

Esta carpeta contiene archivos de texto, de extension .dat, cada uno de los cuales co-
rresponde a un modelo de los mostrados en Cuerpos en Movimiento.

Estos archivos pueden cargarse o no segun si aparecen en el archivo models.xml. Es
decir, el usuario esté en libertad de elegir cudles de ellos se muestran o no.
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5.1.6. El archivo models.xml

El dltimo elemento a describir es este archivo, que se encuentra en la raiz del archivo
zip de Cuerpos en Movimiento. Este archivo, un archivo de texto, contiene la informacién
de los modelos que se mostraran en la herramienta, de entre aquellos disponibles en la
carpeta models. La Figura 5.1 contiene un ejemplo de este tipo de archivo.

<MCDELS>
<MCDEL>
<FILE>movimientoPlanetariol.dat</FILE>

<TITLE>Moyimiento planetario 1</TITLE>
</MODEL>

<MCDEL>
<FILE>movimientoPlanetaric2.dat</FILE>

<TITLE>Movimisnte Rlanstariq 2</TITLE>
</MODEL>

</MODELS>

Figura 5.1: Ejemplo de un archivo models.xml que s6lo incluye 2 modelos.

El formato de este archivo es de tipo xml Contiene una etiqueta principal <MODELS>,
con su respectivo cierre </MODELS>, entre las cuales estd todo el contenido del archivo.
Cada modelo a incluir se flanquea entre una etiqueta de apertura <MODEL> y una de cierre
</MODEL>. Como se aprecia en la Figura 5.1, en dicho ejemplo hay s6lo dos modelos.

La informacién particular de cada modelo incluye una etiqueta <FILE>. . .</FILE>,
dentro de la cual viene el nombre del archivo con extensiéon .dat del modelo (s6lo el nom-
bre de archivo del modelo). Al tratarse de un nombre de archivo, no es recomendable in-
cluir caracteres fuera de lo comin como tildes, etc. Posterior a dicha etiqueta, viene otra
<TITLE>...</TITLE>, dentro de la cual viene el nombre del modelo a mostrar al usuario
en general. Al tratarse de un titulo, es permitido usar caracteres tales como acentos, etc.

La figura de ejemplo contiene s6lo dos modelos. Sin embargo, el usuario puede incluir
tantos como modelos tenga. Si desea que uno de sus modelos, a pesar de estar presente
en la carpeta models, no esté presente en la herramienta; basta excluirlo de la lista en el
archivo models.xml.



24

Sistema de archivos de Cuerpos en Movimiento




Estructura de un archivo de modelo

Los archivos de modelo, aquellos que se encuentran en la carpeta models, son archivos
de texto. Deben llevar una extension .dat. Como se recomendd, es til habilitar que se
muestren las extensiones de archivos. Y, nuevamente, también se recomienda realizar la
edicion de estos archivos en un editor como Notepad++, usando la codificaciéon UTF-8 sin
BOM previo a guardar.

Este archivo, de los cuales el usuario puede consultar los ya existentes, viene en un
formato basado en etiquetas tipo xml. La Figura 6.1 contiene un ejemplo de un archivo de
modelo.

6.1. Elbloque de la etiqueta GENERAL

El primer bloque de datos viene dentro de una etiqueta <GENERAL>. . . </GENERAL>. Es
decir, hay una etiqueta de apertura <GENERAL>, luego una serie de datos, y al final la eti-
queta de cierre </GENERAL>. Los datos dentro de esta etiqueta vienen con un signo igual,
tras el cual trae algun valor numérico para la variable en cuestion. Los valores deben ser
numeros en formato decimal. Es decir, no se permiten notaciones exponenciales. Los ele-
mentos de este bloque son:

= escala. El nimero asignado a esta variable es la escala del espacio en el que se mues-
tra el modelo dindmico. La escala es el numero de pixeles (px) que componen una
unidad de medicién. Por ejemplo, 54 indica que una unidad de medida esta com-
puesta de 54 px.

= Ox. El niimero asociado corresponde al desplazamiento (en px) horizontal del espa-
cio en el que se muestra el modelo. El origen del espacio se encuentra tipicamente
centrado (el caso en que Ox es cero). Para valores positivos, el espacio se mover4 el
numero correspondiente de px a la derecha. Para valores negativos, a la izquierda.

= Qy. Similar a Ox, s6lo que corresponde al desplazamiento vertical del espacio. Valo-
res positivos corresponde a desplazamientos hacia abajo; valores negativos corres-
ponden a desplazamientos hacia arriba.

» dt. Contiene el valor del paso de tiempo que transcurre entre un trazo grafico del
modelo y el siguiente. Es decir, el tiempo que pasa entre que se pinta el modelo una
vez hasta que se pinta la siguiente vez. Corresponde a el parametro dt descrito en el
apartado sobre la integracion numeérica.
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Estructura de un archivo de modelo

1 KGENERAL>
gscala=54
ox=0
Qy=-150
dt=0.03125
N=32

ng=2
</GENERAEL>

(S =S PV S

1 &

10 <PRREMETERS>

11 <p>g|9.8llagsleracion ds la gravedad</E>

12 <P>k|120|gonstante del resorte en la ley de Hooke</P>
13 <p>1l4|lengitud ds la barra</P>

14 <P>L|5|longitud del resorte sin estirar</P>

15 <P>m|4lmasa de la bola atada a la harra</P>

16 <P>M|6lmasa del blodgues atadp al resorte</P>

17 <P>pglim-g-llabreviatura</e>

18 «</PRRAMETERS>

20 <CIs>

21 <«<CI»alpi/Blangule de la barra</cI>

22 <«<CI»yal2lvelocidad angular de la barra</CcI>
23 <«<CI>x|4labhsgisa del blogue</CI>

24 <CT>yxl|0lvelocidad horizontal del hlogue</CI>
25 </CIs>

27  <TMATRIX>

28 <T>0,0|'m-12"'</T>
29 <T>0,1]'0'</T>

30 <T>1,0]'0'</T>

31 <T>1,1|'M'</T>

32  </TMATRIX>

<ENERGIES>

<Ek>(m-12 -va+M-vx?) /2</Ek>

<Ep>-mgl -cos(a)+k - (L-sgrt((x-1-sen(a)) *+(1l-1-cos(a))?)) */2</Ep>
</ENERGIES>

35  <GRAPHOBJ>

40 <G>Bar|b0l0.1['1'1'0"['2"|'a"|'0"['0"|'ya'|1]-1</G>

41 <G>C|C1]0.4]0b]j[b0, xf]|0bj[b0, yfl1'0"|'0'[0]b0|0</G>

42 <GSBLKIBLI1.6(1 %' ['=2'['0"|'gg'['0"|'0'|1]-1</G>

43 <G>Sprls01510.2|0bj[Cl, x]1]0bj[C1l, yl|0bj[Bl, x]|0bj[Bl, yl|1IBl</G>
44 <G>Bar|bl]|0.1]'20"|'=107|'-2.6"|'pi/2"|"0"['0"|'0"|0|-1</G>

5 </GRRPHOBJT>

Figura 6.1: Ejemplo de un archivo de modelo.

= N. Contiene el valor del nimero de particiones regulares en que se divide el intervalo
de tiempo dt. Como se menciona en el apartado sobre la integracion numérica, entre
cada trazo grafico del sistema y el siguiente, se hace una subdivision en N pedazos,
sobre los que se hace realmente la integracion numérica.

= nQ. Contiene el nimero de coordenadas del sistema dindmico. En el ejemplo de
la Figura 6.1, que corresponde a un modelo con un bloque constrefiido a un plano
horizontal y un péndulo, las coordenadas generalizadas son la posicién horizontal
del bloque y el &ngulo del péndulo. Es por ello que, para dicho ejemplo, nQ = 2.
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6.2. Elbloque de la etiqueta PARAMETERS

Este bloque estda compuesto por una serie de renglones. Cada renglén tiene informa-
cion flanqueada por las etiquetas <P>. . . </P>; y corresponde a un pardmetro del sistema.

La informacién de cada renglén consiste de tres datos, separados por el caracter pipe
| (la barra vertical). El primer dato es el identificador o nombre que se le da al parame-
tro. Como serd una variable de sistema, no admite caracteres especiales como tildes. El
segundo dato es el valor numérico del mismo, que puede ser un niimero como tal, o una
expresion resultante de una operacion. El tercer dato es una descripcion del parametro,
que es la misma que aparece en el modelo de la herramienta como tal.

Por ejemplo, el primer parametro en la Figura 6.1 estd identificado mediante la variable
g tiene un valor de 9.81, y su descripcion es el texto aceleracion de la gravedad. El Gltimo
parametro estd identificado por una variable mgl, su valor es m-g-I (interpretado como el
producto de m, g, y [, y su descripcion es abreviatura, ya que es una variable de abrevia-
tura que permite ahorrar estar calculando un mismo producto que se usara en repetidas
ocasiones.

Los parametros definidos en este bloque corresponden a aquellos mostrados en el pa-
nel al que se accede pulsando el botén de introduccién de pardmetros. Sin embargo, es en
el archivo .dat de modelo donde se definen cudntos parametros habran, con qué identifi-
cadores y con qué descripciones. En la herramienta Cuerpos en Movimiento s6lo se puede
editar el valor del parametro.

6.3. Elbloque de la etiqueta CIs

Este bloque contiene las condiciones del sistema. Como las introducidas aqui son las
que definen al sistema desde el inicio, realmente corresponden a condiciones iniciales. El
bloque de informacién estd contenido dentro de la etiqueta <CIs>...</CIs>.

Cada rengl6n corresponde a una condicion distinta, y la informacion esté flanquea-
da por las etiquetas <CI>...</CI>. La informacién es la misma que para los parametros
(identificador, valor, y descripcion). Cada dato estéd separado también por el caracter |.

Por ejemplo, el primer renglon de este bloque en la Figura 6.1 indica que el identifica-
dor es una variable de nombre q, con valor inicial g, y la descripcién a mostrar al usuario
es dngulo de la barra.

Aqui cabe hacer un par de aclaraciones. Por un lado, puede notarse que el sistema
acepta piy lo interpreta como el valor de la constante 7. Por lo mismo, es preciso no tratar
de definir una variable justo con ese nombre. Por otra parte, es posible incluir, como valor
de una condicion, una operacion, como también se podia con los pardmetros.

Este bloque lleva la informacion que se muestra en el panel lanzado al pulsar el bot6n
introduccion de condiciones. No obstante, es en el archivo .dat de modelo donde se defi-
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nen cudntas condiciones habradn, con qué identificadores y con qué descripciones. En la
herramienta Cuerpos en Movimiento sélo se puede editar el valor de cada condicion.

6.4. Elbloquedela matriz T

La matriz T es aquella que se menciona en el apartado sobre la integracion numeérica,
y sobre la cual se ofrece un ejemplo en el apartado ejemplo concreto de la matriz T.

La informacién de la matriz en el archivo .dat del modelo se encuentra dentro de las
etiquetas <TMATRIX>...</TMATRIX>. Cada entrada de la matriz se encuentra dentro de
una etiqueta <T>...</T>. Y hay dos datos por cada entrada. El primero es los indices
de la matriz (separados por una coma). Posteriormente viene el caracter de separacion |.
Finalmente viene el valor o expresion de la entrada de la matriz. Los indices de la matriz
se empiezan a contar desde cero.

En el ejemplo de la Figura 6.1, la primera entrada de la matriz estd dada por el primer
rengl6n dentro del bloque TMATRIX. El contenido de dicho renglén es 0,0| °m-12°. E1 0,0
corresponde a los indices de la entrada. La expresion después del | corresponde a lo que
va en dicha entrada de la matriz.

Los valores dados a la matriz, ya sean numéricos o algebraicos, son todos realmente
expresiones a manera de texto. Por lo mismo, es imperativo flanquearlos con comillas
sencillas. De lo contrario, la herramienta no sabra como interpretar las entradas.

6.5. Elbloque de las energias

Este bloque contiene las expresiones para la energia cinética y potencial del sistema.
Se encuentra dentro de las etiquetas <ENERGIES>. . . </ENERGIES>.

Dentro de dicho bloque hay una etiqueta <Ek>. . .</Ek>, que en su interior contiene
la expresion de la energia cinética. La otra etiqueta, <Ep>. . . </Ep>, contiene la expresion
de la energia potencial.

Estas expresiones corresponden a las mostradas en el panel de energias, lanzado al
oprimir el botén mostrar / ocultar energias.

6.6. Elbloque de objetos grdficos

Los objetos graficos que se muestran y animan en Cuerpos en Movimiento se definen
en este bloque en el archivo .dat. Cada elemento grafico es un renglén dentro de este blo-
que, y se encuentra flanqueado por las etiquetas <G>. . . </G>.

El namero de datos por renglon depende del objeto gréfico en cuestion. No obstante,
se sigue usando el mismo separador | entre datos del objeto. Por ejemplo, en la Figura 6.1
de ejemplo, los datos del primer renglén son:
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Bar|b0l0.1[°1?|°0°[?27|%a’[°0”|’0°|’va’|1]-1

El primer dato indica que el objeto es una barra. El segundo nos dice que el identifica-
dor asociado a la barra es b0. El resto de los datos dependen del objeto.

En ocasiones se hablard de si el objeto es arrastrable o no. Por arrastrable se entiende si
el objeto podra ser pulsado y arrastrado con el mouse. De ser arrastrable, el dato asociado
debe valer 1; de lo contrario vale cero.

También se habla del objeto padre. Por objeto padre se entiende el objeto del cual de-
pende el objeto abordado. Por ejemplo una barra pendular puede pender de un bloque,
en cuyo caso el bloque es el objeto padre de la barra. Si un objeto depende de otro, en el
dato de padre debe ir el identificador del padre. De lo contrario, va un valor -1.

Es posible definir que algunos objetos dejen rastros al moverse (algo asi como un trazo
de por donde han pasado). Por ejemplo, los extremos de barras o los circulos o bolas. Hay
un dato de dichos objetos asociado a si dejan rastro (en cuyo caso el dato vale 1) o no (en
cuyo caso el dato vale 0).

A continuacion se desglosa cada objeto y los datos que se especifican en su renglén de
objetos gréficos:

= Barra. Un objeto grafico es barra si su primer dato de informacion es Bar. El segun-
do dato corresponde al identificador asociado a la barra. El tercer dato corresponde
a la anchura de la misma; el cuarto a la longitud; el quinto y el sexto a las coorde-
nadas de abscisas y ordenadas de donde se encuentra sujeta la barra; el séptimo al
angulo inicial (en radianes) que forma la barra con la vertical; el octavo y noveno a
las velocidades horizontal y vertical del punto de sujecion de la barra; el décimo a la
velocidad angular (en rad/s) de la barra; el undécimo indica si el objeto es arrastrable
o no; y el duodécimo es el identificador del objeto padre de la barra.
Las barras se usan principalmente para representar las barras de péndulos.
Los datos que son expresiones a manera de texto son del cuarto al décimo.

= Bloque. Un objeto grafico es bloque si su primer dato de informacién es Blk. El se-
gundo dato corresponde a su identificador. El tercer dato es la anchura; el cuarto
dato es la altura; el quinto y sexto datos son la coordenada horizontal y vertical del
centro del bloque; el séptimo es el dngulo que forma con la vertical, el octavo y no-
veno son las velocidades horizontal y vertical, el décimo es la velocidad angular del
bloque, el undécimo indica si el bloque es arrastrable o no; y el duodécimo es el
identificador del objeto padre del bloque.
Los datos que son expresiones a manera de texto son del quinto al décimo.

= Circulo o bola. Un objeto gréfico es bola si su primer dato de informacién es C. El se-
gundo dato corresponde a su identificador. El tercero es el radio de la bola; el cuarto
y quinto son sus coordenadas horizontal y vertical; el sexto y séptimo son sus velo-
cidades horizontal y vertical; el octavo indica sila bola es arrastrable; el noveno lleva
el identificador del padre del objeto; y el décimo indica si lleva rastro o no.
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Las bolas suelen usarse para representar extremos masivos de péndulo, o bien obje-
tos puntuales libres como los usados en mecénica celeste.
Los datos que son expresiones a manera de texto son del cuarto al séptimo.

= Resorte. Un objeto es un resorte si su primer dato de informacion es Spr (del inglés
spring). Su segundo dato es el identificador del resorte. El tercer y cuarto datos son
la longitud y grosor del resorte; el quinto y el sexto son las coordenadas horizontal y
vertical del primer punto de sujecidn; el séptimo y octavo son las coordenadas hori-
zontal y vertical del segundo punto de sujecion; y el noveno es el padre del objeto.
El grosor del resorte rara vez se atiende, independientemente del valor que el usua-
rio entre, debido a que los resortes quedan definidos por un macro. Igualmente, el
usuario puede ignorar el ultimo parametro, debido a que los extremos del resorte
quedan definidos por los puntos de sujecion.
Los datos que son expresiones a manera de texto son del quinto al octavo.

Es importante tener en mente que los dngulos se miden respecto a la vertical y hacia
abajo. Tal como el 4&ngulo que hace un péndulo con la vertical. Y se miden en radianes.

Otro punto importante a tener en cuenta es que algunos de los datos de los objetos
son expresiones a manera de texto. Asi pues, si es un nimero que debe entrarse, dicho
numero debe ir flanqueado por comillas sencillas. No obstante, en algunos casos en lu-
gar del nimero va una variable que contiene la expresion del dato. En el ejemplo de la
Figura 6.1 puede verse que el cuarto y quinto datos del objeto circulo son 0bj [b0, _xf] y
Obj[b0,_yf]. Asi, se estd especificando a la herramienta que el circulo (extremo del pén-
dulo), lleva como posiciones horizontal y vertical aquellas del extremo final de la barra con
identificador b0. O bien, los datos quinto al octavo del objeto resorte son 0bj[C1, _x1,
Obj[C1,_yl, Obj[B1,_x] y Obj[B1,_x]. Con ello se estd indicando que el resorte esta
atado, en su primer extremo, al circulo con identificador CI y, en el segundo extremo, al
bloque con identificador B1. Dichos datos no van entre comillas sencillas, ya que corres-
ponden a variables que representan un atributo del objeto que ya internamente lleva las
comillas sencillas. En el apartado sobre atributos de objetos se describen cuéles son éstos.

6.7. Atributos de objetos

Internamente, cada objeto estd representado por un Obj/id,atributo]. Por ejemplo, Obj[B1,_x]
es la coordenada horizontal (es un atributo) de un objeto con identificador BI. Se inclu-
ye en esta documentacioén una lista de los atributos de cada objeto, con el fin de que se
entienda cuando se usan en el bloque de objetos gréficos:

= Para todo tipo de objetos:

e _type. Enélseindica el tipo de objeto del que se trata. Admite los valores ‘circu-
lo’, ‘resorte’, ‘barra’ o ‘bloque’.
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* _draggable. Se usa para indicar si un objeto es arrastrable o no. Lleva un 1 en
caso de serlo, y un 0 de lo contrario.

e _parent. Se usa para indicar el identificador del objeto que fungird como padre
del objeto en cuestion.

» Para circulos o bolas:

e r.Elradio delabola.
e _rastro. 1 sila bola ha de dejar rastro al moverse; 0 de lo contrario.

» Para bloques, barras y resortes:

* _w. Anchura del objeto.

e _h. Altura del objeto.

e _xf. Posiciéon horizontal del extremo final del objeto.
e _yf. Posicion vertical del extremo final del objeto.

e _a. Angulo del objeto respecto a la vertical.

_va. Velocidad angular del objeto.
e _vxf. Velocidad horizontal del extremo final del objeto.
» _vyf. Velocidad vertical del extremo final del objeto.

» Para circulos, bloques y barras:

e _x. Posicién horizontal del objeto, o de su punto de sujecion.

¢ _y. Posicion vertical del objeto, o de su punto de sujecion.

e _vx. Velocidad horizontal del objeto, o de su punto de sujecion.
* _vy. Velocidad vertical del objeto, o de su punto de sujecion.

» Para circulos y bloques:
e _vtot. Velocidad neta del objeto (es decir, no respecto a otro objeto).
= Pararesortes:

e _1. Lalongitud del resorte.
e _k. La constante de la ley de Hooke del resorte.

Se recomienda al usuario que desea construir sus propios modelos, duplicar y editar el
duplicado de alguno de los modelos provistos, mientras sigue esta guia. Ello evitard errores
principalmente de formato.
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